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Kapitola 1

Predmluva

Tato skripta vznikla na zakladé prednasek, které jsem mél tu cest prednést na pudeé
Slezské univerzity v Opavé. Dosavadni verze neni zcela hotova a vyzaduje gramatickou
korekci, dodélat nékteré podkapitoly, obrazky, kontrolu preklepu a kontrolu logické a
pedagogické navaznosti probirané latky. V poslednich dvou bodech vyuzivam hojné
svych studentu, kterym timto velmi dékuji za spolupraci.

Dosavadni verze slouzi pouze k potiebam studentu Slezské univerzity a neni
vhodné k volnému §ifeni na internetu.
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Syllabus

e Zékladni pojmy a definice. Termodynamicky systém a jeho okoli. Uzavieny,
otevieny a izolovany systém. Homogenni vs. heterogenni systém. Termody-
namické proménné, stavové vs. procesni proménné, extenzivni vs. intenzivni
proménné.

e Pfaffovy formy. Uplny a netplny diferencidl. Véta o péti ekvivalencich. Rov-
nice 90% termodynamiky. Pravidlo “minus jednicky”. Geometricky vyznam
holonomnosti a neholonomnosti Pfaffovych forem. Metoda Lagrangeovych mul-
tiplikatoru.

e Nulta véta termodynamiky, termodynamicka rovnovaha. Prvni véta termody-
namiky, teplo a prace. Kapacity. Systémy se zapornou kapacitou. Zakladni ter-
modynamické procesy, izotermicky, adiabaticky apod. Fluktuace.

e Druhd véta termodynamiky a jeji formulace. Clausiuv a Carathéodoryho prin-
cip. Entropie. Integracni faktor. Statisticka definice entropie. Princip maximalni
entropie. Vratné a nevratné procesy.

e Vratny Carnotuv cyklus. Uinnost vratnych cykla. Uéinnost nevratnych cykli.
Treti véta termodynamiky:.

e Termodynamické potencidly. Entalpie, Volna energie, Gibbsuv potencial. Ma-
xwellovy vztahy. Jouluv-Thomsonuv jev.

e Termodynamické vlastnosti idedlniho plynu. Vnitini energie. Ekviparti¢ni teorém.
Stavova rovnice. Mayeruv vztah. Entropie idedlniho plynu. Gibbsuv paradox.
Van der Waalsuv plyn. Fyzikalni interpretace van der Waalsovych konstant.

e Féze a fazové prechody. Chemicky potencial. Eulerova rovnice, Gibbsuv-Duhemuv
vztah. Gibbsovo fazové pravidlo, Clausiova—Clapeyronova rovnice.

e Zakladni pojmy statistické mechaniky. Mikrokanonicky soubor, Kanonicky sou-
bor. Boltzmannovo rozdéleni. Maxwell-Boltzmannovo rozdéleni.

e Grandkanonicky soubor. Kvantova rozdéleni. Nerozlisitelnost ¢éstic. Boseho—
Einsteinovo rozdéleni. Diracovo-Fermiho rozdéleni.
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Kapitola 2

Uvod do termodynamiky

Termodynamika se zabyva teplem a predevsim, jak uz nazev discipliny naznacuje
jeho presunem neboli tokem.

Termodynamika byla vytvorena (¢i objevena — zalezi na filozofickém tihlu pohledu)
predevsim v 18. a 19. stoleti béhem industridlni revoluce. Pouzivani fosilnich paliv a
parniho stroje!, dokonce vedly k prvnim dvahdm o vlivu CO, na globalni klima.

Svante Arrhenius, svédsky fyzik, ktery na zdkladé jednoduchého modelu v roce
1896 predpovedel, ze za 2000 let dojde k tepelné katastrofé v dusledku nahromadéni
COs.

Termodynamika ma znacné Siroké uplatnéni. Jeji obecné poucky se pouzivaji v
astrofyzice, predevsim v oblasti vyzkumu neutronovych hvézd, ale i ¢ernych dér a
v odvétvich teoretické fyziky, kde se predpokladaji emergentni vlastnosti nékterych
fyzikalnich pojmu, které se v jinych teorii pokladaji za fundamentalni. Kuptikladu,
pojmy jako je prostorocas, ¢astice a pod. Jedna se predevsim o teorii strun a ruzné
jiné pokusy o kvantovou gravitaci. Termodynamika nachazi uplatnéni i v ponékud
nezvyklych oblastech jako je kuptikladu ekonomie.

Termodynamika byla vytvorena diive, nez se védélo o existenci atomu a mole-
kul. Jedna se o tzv. fenomenologickou védeckou disciplinu, tj. zkouma makroskopické
vlastnosti hmoty aniz by se sousttfedila na vysvétleni téchto vlastnosti z mikrosko-
pického hlediska. Tim se naopak zabyva statisticka fyzika, kterou v tomto smyslu
muzeme nazyvat teorii fundamentdlni.

Termodynamika je védou empirickou. Opird své znalosti o velké mnozstvi pro-
vedenych experimentu. Zakladni pilite téchto experimentu jsou shrnuty do ¢tyt ro-
bustnich zakonu. Nez zakony definujeme, par slov k zédkladni terminologii.

Svante Arrhenius

(1897-1927)

2.1 Terminologie

2.1 Termodynamicky systém je ta ¢ast vesmiru, vétsinou néjak vhodné ohranicena
kterou popisujeme pomoci termodynamickych veli¢cin a studujeme jeji vyvoj.

1Za zminku stoji uvést, ze parnimu stroji konkuroval tzv. Stirlingtiv motor.
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Spravné pochopeni, kde se naléza hranice systému, je vzdy zasadni k pocho-
peni fyzikalniho problému. Nespravné rozliseni systému a okoli muze vést k
zdanlivému poruseni nékterych termodynamickych zakonu.

Okoli systému je zbytek vesmiru. Zpravidla ma okoli idealizované vlastnosti
(tepelny zdsobnik s nekoneénou zasobou energie, apod.).

Hranice je logicky prunik systému a jeho okoli. Hranice muze byt tvore hmo-
tou, tfeba nadobou obsahujici kapalinu a plyn, ale muze byt také cisté abs-
traktni, kupfikladu se muzeme rozhodnou studovat metr krychlovy vzduchu v
rohu mistnosti.

Vlastnosti hranice systému hraji klicovou roli pro vlastnosti samotného systému.
Proto rozdélujeme systémy, podle vlastnosti jejich hranici, do nasledujicich ka-
tegorii:

Otevieny systém dovoluje hmotam i energiim volné prochazet hranici systému.
Priklad: clovek.

Uzavieny systém dovoluje pouze energiim (teplo, prace) volné prochazet hra-
nici systému. Ptiklad: uzaviend sklenice.

Izolovany systém zpravidla dovoluje pouze energii ve formé prace komuniko-
vat ze svym okolim. Ptiklad: dokonald termoska.

Systém muze dale byt homogenni, tj. dokonale promichany, nebo hetero-
genni, tj. slozeny z ruznych fazi hmoty. Napiiklad sklenice vody s kostkou
ledu, je heterogenni systém, nebot obsahuje dvé faze vody. Mléko, je pifkladem
homogenniho systému, ktery je slozen z obrovského mnozstvi slozek (voda, tuky,
enzymy, proteiny, vapnik a ruzné dalsi atomy).

Dulezité rozdéleni je také vzhledem k rovnovaznosti. Pokud je systém v rov-
novaze, daji se na néj piimo aplikovat zakony termodynamiky. Kvazi-rovno-
vazné systémy jsou takové, kde podminka termodynamické rovnovahy je splnéna
v kazdém bodé, vzhledem k dostateéné malému okoli, ale uz nemusi byt splnéna
celkové. V takovychto systém zpravidla dochazi k tocich termodynamickych
velicin (teplo, tlak), ale tyto toky probihaji dostatetné pomalu a umoznuji
pouziti lokalnich rovnovaznych veli¢in. Systémy v nerovnovaze se nedaji icinné
popsat pomoci termodynamiky. Piikladem mohou byt systémy, kde dochazi k
turbulentnim jevam, prudkym reakcim (vybuch).

2.1.1 Termodynamické proménné

Termodynamické proménné jsou makroskopické parametry vhodné k popisu termo-
dynamickych fenoménu (snadna méfitelnost apod.). Mohou mit emergentni podstatu
(tlak, teplota), ale také mohou byt fundamentalni (energie).
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Tabulka 2.1: Priklady termodynamickych veli¢in a jejich déleni

H Veli¢ina \ Znacka \ Vnéjsi | Stavova \ Extensivni H
Vnitini energie U ne ano ano
Teplo Q ano ne ano
Teplota T ne ano ne
Tlak p ne ano ne
Prace W ano ne ano
Objem \Y% ano ano ano
Entropie S ne ano ano

Délime je na Vnéjsi a Vnitini — podle puvodu, na Stavové a Procesni podle
toho jestli zalezi na paméti systému a na Extenzivni a Intenzivni podle toho zda-li
zavisi na poctu castic ¢i nikoliv. Extenzivni veliciny mohou byt snadno pfrevedeny
na intenzivni tak, ze je podélime poctem castic N, nebo poctem mola n. V druhém
pifpadé dostdvame zndmé molarni veliciny jako je napiiklad moldrni objem V = V/n.

Jelikoz je kazda z dvojic déleni prava dichotomie, muzeme termodynamické veliciny
a jejich rozdéleni, upravit do jednoduché tabulky, viz 2.1.

K popisu stavu homogenniho, jedno-slozkového systému staci znat pocet ¢astic N
(¢i ekvivalentné pocet molu n) a dvé stavové veli¢iny (tfeba tlak p a teplotu T'). Toto
empirické zjisténi dobfe demonstruje silu termodynamiky. K popisu stavu nékterych
systému staci velice malo informaci.

2.2 Ctyii zdkony termodynamiky

Kazdy z téchto robustnich zdkontu (vét) definuje néjakou termodynamickou velicinu a
néjaky dulezity koncept. Predstavuji zakladni pilite termodynamiky a proto je dobré
si prvné udélat celkovy nahled na tyto zakony, které si poté probereme podrobnéji v
samostatnych kapitolach.

2.1 Nulty zakon definuje teplotu a zavadi koncept termodynamické rovnovahy.

2.2 Prvni zékon definuje energii U a koncept jeji zachovavani. Povoluje vsechny
procesy, které zachovavaji energii. Tepelny stoj, ktery porusuje prvni zdkon
termodynamiky a tudiz je schopen vytvéaren energii z niceho, se nazyva per-
petum mobile prvniho druhu.

2.3 Druhy zakon definuje entropii S a ustanovuje Sipku ¢asu. Ustanovuje teplo, jako
odpadni formu energie a ukazuje, ze dokonala ti¢innost procesu je mozné pouze
za pritomnosti chladice o teploté 0 K. Tepelny stoj, ktery porusuje druhy zakon
termodynamiky a je schopen dokonale 1i¢inné premény tepla v praci, se nazyva
perpetum mobile druhého druhu.
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2.4 Tteti zakon dava absolutni ¢iselnou hodnotu entropii a ustanovuje nemoznost
dostat systém do teploty 0 K v konecném case.

2.3 Nulta véta termodynamiky

Nultd véta termodynamiky pojednéva o zakladnim predpokladu rovnovahy ¢i presnéji
Termodynamické rovnovahy. Systém se za jistych vhodnych podminek, které se
vétsinou tykaji jeho izolace, v case vyviji do stavu, kdy vSechny termodynamické
veli¢iny jsou konstanty v ¢ase. Tomuto stavu fikame termodynamicka rovnovaha.

Stav termodynamické rovnovdhy je tedy takovy stav makroskopického systému, v
nemz makroskopické veliciny f jsou rovny svym strednim hodnotdm f.

Jako ptredpoklad je nulta véta velmi intuitivni z nasi kazdodenni zkusenosti. Je
to zakon selského rozumu. V pozdéjsich kapitoldch uvidime, Zze se pomoci nultého
zakona dé definovat pojem teplota.

Je tfeba vsak miti na paméti, ze lokalné se tento
predpoklad snadno porusi (chemické a jaderné reakce a

pod.)
A «—> B Rovnovéha podléhd zdkonu tranzitivity. Pokud je
systém A v termodynamické rovnovaze se systémem B
X f a C pak rovnéz plati, ze systém B je v termodynamické
rovnovaze se systémem C.
C Je zfejmé, ze pro termodynamickou rovnovahu plati

symetrie; neboli A — B implikuje opacnou relaci B — A.
D4 se i ponékud stroze tvrdit, ze striktné matematicky
vzato plati pro systém v termodynamické rovnovaze, ze je v termodynamické rov-
novaze i sdm se sebou (A — A). To znamen4, ze termodynamicka rovnovaha je relace
ekvivalence a je proto vhodné v zapisu pouzivat = .
K pojmu termodynamické rovnovahy se zavadi dva postuléty.

2.1 Kazdy makroskopicky systém dospéje po ur¢itém case (relaxaéni doba 7) do
stavu termodynamické rovnovahy, je-li ponechan bez vnéjsich zasahu.

2.2 Stav termodynamické rovnovahy homogenniho systému je jednoznacné uréen
dvéma vnitini veli¢cinami a souborem vSech vnéjsich veli¢in. VSechny ostatni
vnitini velic¢iny, jsou vyjadieny jako jejich funkce.

Priklad: Stav idealniho plynu muzeme urcit teplotou 7T poctem ¢astic N a vnéjsi
veli¢inami a sice objemem V. S trochou nadsazky se d& za vnéjsi veli¢inu povazovat
i hodnoty pftirodnich konstant. Ostatni vnitini veli¢iny, jako je tlak P, Entropie S,
vnitini energie U, tepelné kapacity C' a pod. jsou urceny funkcemi téchto veli¢in.
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Uved'me pdr pro idedlni plyn. Tlak je ddn vztahem
NET

P = 2.1
V ) ( )
kde £ je Boltzmannova konstanta. Vnitini energie je urcena
3
U= 5]\7 kT . (2.2)

2.3.1 Zapis termodynamickych procesi

Jak uz bylo naznaceno, sila termodynamiky spoc¢iva v tom, ze slozité systémy, které
jsou vSak v rovnovaze, popisuje jen nékolika malo velicinami. Kupiikladu, méjme 3
moly molekul vodikt v plynném skupenstvi, pii tlaku 1 bar a teploté 80 °C. Stav
takového systému zapisujeme

3 Ha(g, 1 bar, 80 °C)

Jakékoliv dva stavy systému, které se daji spojit vratnou cestou (probihajici tak,
aby se v kazdém kroku neporusili podminky termodynamické rovnovahy), zapisujeme
pomoci znaku pro rovnost. Napiiklad, uvazujme dva stavy:

3Hs(g,1bar,80 °C) = 3Hy(g, 5bar, 50 °C),

které se lisi pouze koncovym tlakem a teplotou. Pojmy cesta a vratny a nevratny déj
si podrobnéji probereme v nasledujicich kapitolach.

2.3.2 Teplota

Teplotu definujeme pomoci nultého zakona. 7Z empirické zkuSenosti vime, ze teplo
(jista forma energie) proudi, z “teplého” télesa na “studené”. Z praktického hlediska
miuzeme bud pifmo méfit tok tohoto tepla a nebo sledovat jak se méni vlastnosti
systému, pritom jak z néj teplo odchéazi. Muze se kupiikladu ménit elektricky odpor
systému, jeho barva, povrchové napéti atd. Pokud je vsak systém v rovnovaze, méla
by existovat veli¢ina, ktera udava stav systému, nehledé na zpusobu jakym tuto
velicinu budeme mérit. Nazyvame ji teplota. Diky tranzitivni vlastnosti nultého
zékona muzeme definovat piistroj, ktery teplotu méif: Teplomeér. Skélu, ¢ jednotky, k
meéreni teploty muzeme definovat jak chceme pomoci jasné definovanych referenénich
bodu a zpusobem jak tyto body nésledné prolozit.
Mezi nejznaméjsi stupnice patii: Celsiova, Farenheitova a Kelvinova.

2.3.3 Stupnice definovana za pomoci idealniho plynu
Celsiova a Kelvinova stupnice
Empiricky zjistény Boyleuv zakon, platny pro vSechny plyny tika, ze:

lim pV = £(T), (23)
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Obrazek 2.1: Celsiusova stupnice. Referencni body, tedy var a tuhnuti vody za tlaku 1
bar, jsou linedrné prolozeny (plna ¢éra). Cerchovand ¢ara, predstavuje priklad jiného,
nelinedrniho prolozeni. Lisi se predevsim pozici absolutni nuly.

kde p je tlak, V je moldrni objem a f(7T') je libovolna funkce teploty.

Tuto vlastnost vyuzil §védsky fyziky, Anders Celsius k vytvoteni skaly mérici
teplotu. Potrebujeme dva referenc¢ni body. Celsius vyuzil dva znamé fyzikalni procesy.
Var vody za normalniho tlaku oznacil jako 100 stupnu a mrznuti vody za 0 stupnu.
Tyto dva referencni body lze v principu prolozit libovolnou kfivkou a vytvorit teplotni
skalu. Celsius pouzil nejjednodussi kiivku, kterd se nabizi, a sice ptimku.

Prolozenim vidime, Ze teplotni stupnice dosahuje i zdpornych hodnot funkce f(7').
Pro plyny je vSak nemozné, aby byl soucin tlaku a molarniho objemu zédporny (neplati
pro kapaliny, viz Sekvojovec obrovsky). Tento bod, —273.15°C predstavuje absolutné

e

Tohoto faktu se vyuziva v Kelvinovi stupnici, pojmenované podle skotského
fyzika a slechtice, lorda Kelvina z Largsu a absolutni nula, se poklada jako prvni
referenéni bod. Druhym referenénim bodem pro Kelvinovu stupnici se zvolil trojny
bod vody, ktery ma tu vyhodu, ze je presnéji definovanym pojmem, nez var vody
pii normdlnim tlaku. Trojnému bodu je pak dana teplota 7" = 273.16 K pii tlaku
p = 6.1 x 1073 bari.

Anders Celsius
(1701-1744)
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Fahrenheitova stupnice

Stupen Fahrenheita (znacka °F) je jednotka teploty pojmenovand po némeckém fyzi-
kovi Gabrielu Fahrenheitovi. Dnes se pouziva prevazné v USA.

jaké se podarilo Fahrenheitovi dosahnout (roku 1724) smichanim chloridu amonného,
vody a ledu a 98 °F teplota lidského téla. Pozdéji byly referenéni body upraveny na
32 °F pro bod mrazu vody a 212 °F bod varu vody. Tyto referen¢ni body jsou od
sebe vzdaleny 180 stupnu, tudiz jeden stupen Fahrenheita odpovida 5/9 kelvinu nebo
stupné Celsia.

5(F — 35)

0= g 0 (2.4)

Dnes se Fahrenheitova stupnice oficialné pouziva v USA, jeho zavislych tizemich
(napt. Portoriko, Guam), Belize a Kajmanskych ostrovech. Dédle se v omezené mite
pouziva v Kanadé a ve velmi omezené mite na Britskych ostrovech.

2.3.4 Idealni plyn

7Z predchozich ivah mtZzeme odvodit stavovou rovnici pro idedlni plyn. Nebot tim, Ze
jsme zvolili v obou stupnicich linearni prolozeni referencnich bodu, plati:

A f(trojny bod)
pntV =1 ="n e
kde konstanta R se nazyva universalni plynova konstanta. Jeji hodnota je priblizné
8.3145 J.K L.mol™t.
Tato rovnice je platna pro vSechny plyny. Za idedlni plyn definujeme takovy plyn,
pro ktery tato rovnice plati i v pripadé, ze nedélame limitu. Z toho vyplyvé, ze stavova
rovnice idedlniho plynu je:

T = RT, (2.5)

pV =nRT. (2.6)

Idealni plyn je vsak prilisné zjednoduseni pro realné plyny a vétsinou plati je pro
velmi omezené rozpéti teplot.

V dalsich kapitolach uvidime, ze stavova rovnice pro idedlni plyn popisuje systém
molekul (hmotnych bodu), které spolu neinteraguji. Popfipadé, muzeme fict, ze mo-
lekuly spolu interaguji pouze dokonalé pruznou srazkou.

2.3.5 Teplo @

Nyni, kdyz mame pfesnéji definovany pojem teploty, je vhodné si teplo @) defino-
vat jako mmozstvi energie potiebné k ohtati urc¢itého mmnozstvi materialu. Takto
vSeobecna definice naznacuje, ze teplo () je také zavislé na cesté, neboli na konkrétnich
detailech procesu ohtivani a tedy, ze teplo neni veli¢inou stavovou ale procesni.



18 KAPITOLA 2. UVOD DO TERMODYNAMIKY

Znaménkova konvence je v téchto skriptech zvolena tak, ze pokud je teplo do
systému dodavano z okoli, je kladné. Tato konvence koresponduje s jiz zavedenou
konvenci u prace, ve smyslu, ze pokud z okoli (tedy prenesené my) presouvame ja-
koukoliv energii do systému, tato energie je kladna.

2.3.6 Tepelna kapacita

Prevodni vztah mezi dodanym teplem a zménou teploty systému je uréen tepelnou
kapacitou:

5@ = CcestadT . (27)

Zjevné jde o veli¢inu procesni, neboli zavislou na zpusobu (cesté) ohtivani.

Mezi nejcastéji uvazované cesty patii izochora a izobara. Korespondujici tepelné
kapacity jsou Cy a Cp, kde indexy oznacuji ty veli¢iny, které jsou pii procesu
nemeénné.

7 definice kapacit je zfejmé, zZe jich muzeme definovat libovolné mnozstvi. Je
mozné si zvolit jakoukoliv cestu, krom izotermy.

Vztah mezi teplem a teplotou byl zevrubné zkouméan Jamesem P. Joulem mezi
léty 1837 a 1847. Existuje nékolik (pravdépodobné apokryfnich) pribéhu o tom, pro¢
zacal hledat tento vztah (zbytkové teplo z kanonu, rozdil tepot vod pod a nad vo-
dopem a pod.). V roce 1843 predstavuje védecké spolecnosti svij slavny experiment,
demonstrujici vztah mezi mechanickou praci a teplem nutnym k ohtat{ jednoho kilo-
gramu vody. Diky tomuto experimentu se nam dodnes zachovala jednotka pro teplo,
kalorie (cal) definovdna jako mnozstvi tepla potiebné k ohfati jednoho gramu vody
o jeden stupen Celsia. Pfrevodni vztah mezi kalorii a SI jednotkou pro energii je

lcal =4.1847].

Tento vztah plati presné, pokud hovoiime o tzv. termodynamické Kalorii. V praxi,
zejména v potravinarském prumyslu se rovnéz uziva tzv. velka kalorie, ¢i kilogram-
kalorie (Cal) definovéna jako jedna kilo kalorie (1 Cal= 1 kcal).

2.3.7 -1. véta termodynamiky

Leonard Susskind propaguje zavedeni i tzv. -1 véty termodynamiky, ktera je jed-
noduse fec¢eno zakonem zachovani informace. Informace nemuze byt ani zni¢ena ani
vytvorena. Jedna se o princip, ktery je natolik fundamentélni (ale zaroven nejasny), ze
byva vétsinou prehlizen a automaticky mlcky ptijiman. Tento princip, zjednoduseneé,
zakazuje systémum “zapominat” jejich momentalni stav a zajistuje absolutni (ale-
spon v principu) dohledatelnost (¢i vypocitatelnost) stavu daného systému z minu-
losti vesmiru. Tento princip je napadan existenci cernych dér, které se chovaji, jako
jednosmérné membrany a umoznuji tak informaci “schovat” pod horizont.

James P. Joule
(1818-1889)
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pi, Vi —_—

by

p2a‘/2

Obrazek 2.2: Schématické odvozeni mechanické préce.

2.3.8 Prace

V termodynamice se vétsinou zabyvame praci, kterd vznikd expanzi néjakého ma-
terialu.
Jednd se tedy o préci mechanickou. Jeji schématické odvozeni vypada nasledovné:

W=Fl=p,Sl=p, AV, (2.8)

kde p, predstavuje vnéjsi tlak pusobici na pist (viz Obr. 2.2). Je velmi dulezité, ze
tlak uvedeny v rovnici pro praci je tlakem vnéjsim. Pouze pro vratné procesy se vnéjsi
tlak rovna i tlaku samotného systému.

Konvenci volime tak, zZe pokud okoli kond praci, je tato prace kladna. Jelikoz v
takovém pripadé je zména objemu AV zdpornd, musime nasi definici prace obohatit o
zaporné znaménko. Dostavame znamy vyraz pro mechanickou praci v termodynamice

W =—p,AV. (2.9)
V diferencialni zapise:
oW = —p,dV , (2.10)
nebot prace neni tplny diferencial.
W= — / pedV . (2.11)

cesta

Jako priklad uvazujme izotermickou expanzi do vakua. Na Obr 2.3 je tato situace
nastinéna vlevo. Plyn pod tlakem p; a objemem V} je uzavien za pomoci pistu. Poté,
co jsou odstranény zapadky ¢. 1, se pist rychle pfesune nahoru a narazi do zapadek
¢. 2. Tento déj je natolik rychly, ze muzeme zanedbat jakékoliv ochlazeni plynu a
povazovat déj za izotermicky, predevsim pokud je nadoba dobie izolovana od okoli.
Pozdéji se presvédcéime, ze izotermicka podminka pro tento nevratny déj je zcela
spravna v pripadé idedlniho plynu.
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vakuum

p17‘/1

Obrazek 2.3: Expanze plynu do vakua a proti konstantnimu tlaku ps .

Praci pro takto uvazovany proces muzeme vyjadrit jako

2
W= —/ pedV . (2.12)
1

Tento vyraz je vsak ziejmé nulovy nebot vnéjsi tlak p,, ¢ili tlak vakua, je roven
nule. Tento fakt, je ¢asto matouci, nebot méme tendenci zapominat, Ze prace se
pocita z vnéjsiho tlaku a ze, jak uvidime, vnéjsi tlak se rovna vnitinimu pouze pokud
je prace kondna vratné.

Jako dalsi priklad uvazujme izotermickou expanzi proti konstantnimu vnéjsimu
tlaku (Obr. 2.3 vpravo). V tomto piipadé je vnéjsimu konstantnimu tlaku dosazeno
polozenim zavazi o dané hmotnosti na pist. Hmotnost je zvolena tak, aby tlak vyvo-
lany na plochu pistu byl roven p,. Pist se tedy rozpind proti gravitaénimu poli, diky
cemuz klesa tlak plynu p;. Pist se zastavi v . momenté, kdy se vnitini a vnéjsi tlaky
vyrovnaji (p; = pa). Tento bod je v obrézku oznacen zapadkou, ¢.2, ale v principu
by tam z4dn4 zédpadka byt nemusela, nebot pist se v tomto misté zastavi zcela samo-
volné. Pro nazornost, vahu pistu a plynu samotného zanedbavame vzhledem k véze
zavazl.

Za téchto experimentalnich podminek je vyraz pro préaci roven:

2
W= / pedV = —po(Vs— VA). (2.13)
1

Technickd poznamka: abychom dosahli toho, ze expanze prohyba izotermicky, je
potieba cely systém piivést do kontaktu s tepelnou ldzni, nebot v tomto piipadé jiz
nemusi expanze probihat rychle.

Zmeénu tlaku plynu samotného pti procesu expanze udava stavova rovnice, neboli
zévislost tlaku p na objemu V' (teplota T" je drzena konstantni). Cely tento proces si
muzeme znazornit v p—V diagramu. Ze startovni pozice v bodé p; , V; se systém vyviji
do konecného bodu ps , V5 podél kiivky definované néjakou stavovou rovnici. Pricemz
v diagramu vidime, ze prace vykonand je velikostné rovna vyplnénému obdélniku,
nebot jeho obsah je po(Va — Vi) . Je patrné, ze proces s jednim zévazim nedosahuje
maxima mozné vykonané prace. Maximum mozné vykonané priace je znazornénou
plochou pod ktivkou.
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pil

P2l
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Obrazek 2.4: Nacrtek dukazu, ze maximum vykonané préace je dosazeno pouze v
pripadé vratnych procest.

Této situace bychom dosahli v pripadé, ze bychom vnéjsi tlak korigovali natolik
jemné, aby se neustale rovnal tlaku vnitinimu. To by se dalo zaridit kupiikladu tak,
ze bychom z pistu neustale odendévali nekonecné malé zavazicka. Prace by se pak
spocetla jako integral z podél kiivky definované stavovou rovnici plynu (viz Obr. 2.4).

Protoze jsou si béhem procesu vnéjsi a vnitini tlak rovny, neni mozné rozhodnout,
kterym smérem by se mél pist pohybovat. Jinymi slovy, tento proces je vratny. Mohl
by probihat i opacné.

Dostavame se k dulezitému zjisténi. ze maximélni prace nastava pokud je proces
vratny.

Nabizi se otazka, odkud systém ziskal tolik energie, aby mohl vykonat nejvice
mozné prace. Vzhledem k tomu, ze proces byl uskutecnén vratné, probihal velmi
pomalu (v principu nekoneéné pomalu) a mél tedy dostatek casu odebirat teplo @ z
tepelné lazné. Muzeme tedy jinymi slovy fict, ze vratné procesy jsou ty, pti kterych
je vymeénéné teplo nejveétsi.

2.3.9 Priklady
Za normalni podminky povazujeme: tlak p = 101325 Pa a teplotu 7' = 273.15 K.

2.1 Jaky objem zaujim&d 1 mol idealniho plynu pii teploté 7' = 0 °C a za at-
mosférického tlaku.

[V ~ 22.4]]

2.2 Do varné konvice s vykonem P = 2000 W jsme nalili vodu o objemu V =1.21
a teploté T'= 15 °C . Kdyz se voda zacala varit, konvice vypnula. Jak dlouho
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trval ohtev? Ve skutecnosti byl ohfev asi o 30 s delsi, co z toho plyne?

[t =213s,n=87.7T%)|

Za jak dlouho elektrickd konvice s pitkonem 1.2 kW a tc¢innosti 90% uvede do
varu 2 kg vody o pocatecni teploté 10 °C?

Pozn.: Ztraty tepla dané ohfevem samotné konvice jsou zahrnuty v tcinnosti
konvice, tepelnou kapacitu konvice tedy neni tieba uvazovat.

[t =11.6min |

Vlak o hmotnosti m = 0.5 Tg , jedouci rychlosti v = 72 km/h, byl brzdénim
zastaven za dobu t = 40 s. Jaké teplo ) vzniklo pii brzdéni za predpokladu, ze
veskera pohybova energie se zménila v teplo?

(100 GJ]

Benzen m4 pii teploté T' = 0 °C hustotu p = 900 kg m™3 a teplotni soucinitel
objemové roztaznosti 8 = 12 x 1074 °C~L. Pfi této teploté plave na jeho hladiné
dfevéné télisko o hustoté ps = 880 kg m~3. Pii jaké teploté zacne dievéné
telisko klesat ke dnu, je-li teplotni soucinitel objemové roztaznosti dieva g =
2.2 x 1075 °C~1?

[19.3 °C]

Kolejnice 20 m dlouhé jsou kladeny pri teploté -5 °C. Jak velké mezery musi
byt ponechany mezi kolejnicemi, jestlize se pocita s celkovou zménou teploty
AT = 40 K. Koeficient délkové roztaznosti pro ocel je v = 1,2.107° K1

Ocelova kulicka o hmotnosti 20 g, mérné tepelné kapacité 0.032 kcal.kg=t.°C~1,
teploté 20 °C a rychlosti 100 m/s narazi do Zelezného terce ve kterém uvizne.
Urcete

a) kolik tepla vznikne pii srézce?

b) o kolik se zvysi teplota kulicky predpokladdme-li Ze absorbuje 2/3 vzniklého
tepla?

Pfi uréovani mérné tepelné kapacity lihu jsme ke 200 g lihu o teploté 29,9 °C
v kalorimetru o tepelné kapacité 180 J.K~! ptilili 160 g vody o teploté 15,0 °C.
Teplota se ustalila na hodnoté 22,4 °C. Pomoci mérné tepelné kapacity vody
urcete mérnou tepelnou kapacitu lihu a porovnejte ji s tabulkovou hodnotou.

[2.4kJ kg K]

Odhadnéte jak se ohtfeje 10 metru krychlovych vody ptridanim jednoho molu
latky obsazené v nitru slunce.
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2.10 Sice obvykle uvazujeme, ze se objem kapaliny méni s rostouci teplotou linedrné,

zavislost objemu kapaliny na teploté popsat presnéji.

Predpokladejme tedy, ze objem kapaliny zavisi na teploté vztahem
V =Vo(1 + AT + BT* + CT?),

do kterého dosazujeme teplotu ve stupnich Celsia. Pro vodu v teplotnim inter-
valu 0 °C az 33 °C jsou hodnoty empiricky zjisténych konstant nésledujici:

A= —6,427 x 107°,

B = 38,5053 x 107¢
C=-6,79%x107%.

Urcete, pro jakou teplotu z uvedeného intervalu je objem vody minimalni.
[T = 3.96665 °C|

2.11 Za velmi nizkych teplot se molarni tepelna kapacita chloridu sodného meéni s
teplotou podle tzv. Debyeova zakona
TS
C - k@,

kde hodnota konstanty k = 1948.8 J mol~! K~! a Debeyova teplota pro chlorid
sodny je © = 281 K.

Spoctéte:
a) tepelnou kapacitu C pii teploté 10 K a tepelnou kapacitu Cy pii teploté
50 K,

b) jaké teplo @ je zapotiebi k ohfati 2 molu NaCl z teploty 10 K na teplotu
50 K,

c¢) prumérnou moldrni tepelnou kapacitu Cp, v teplotnim intervalu 10 K az
50 K.

a) Pii jaké teploté ukazuje Fahrenheitova stupnice:

i. dvakrat vetsi ¢iselnou hodnotu nez Celsiova,
ii. stejnou jako Celsiova,
iii. teplotu lidského téla (37 °C).
(320 °F ,—40 °F,98.6 °F]
b) U jaké hodnoty teploty nemusime udévat jednotky?
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2.12 Posluchdrna m4 6 x 6 x 4, 5 m®. Odhadnéte zda by ¢lovék byl schopen unést tla-
kovy zasobnik o objemu 50 cm?, ktery by obsahoval veskery vzduch z uvazované
posluchéarny.

[Ano]

2.13 W. Ramsay ziskal po nékolikanasobné absorpci na aktivnim uhli malé mnozstvi
plynu, u kterého zjistil hustotu 1.63 g/dm? pfi teploté 20 °C a tlaku 100 kPa.
Jaky to byl plyn.

[argon]

2.14 Jaky polomér by musel mit balon naplnény heliem, aby unesl clovéka o hmot-
nosti 80 kg? Zanedbejte hmotnost balonu. Hustota vzduchu je 1.22 kg/m3.

2.15 V jaké hloubce pod povrchem jezera se bude hustota vzduchové bubliny rovnat
1% hustoty vody? Teplota vzduchové bubliny je 4°C a hustota vzduchu pfi
atmosferickém tlaku a teploté 0 °C je py = 1.293 kg.m 3.

2.4 Prvni véta termodynamiky

Jde o zakon zachovani energie. V pripadé jednoduchého systému, ktery neméni pocet
castic je vyjadien v diferenciadlnim tvaru jako

dU = 6Q + 6W . (2.14)

Disledkem je velice mocny poznatek:
755@ + oW =0. (2.15)

Toto zd4 se byti trividlnim, nebot tplnost souc¢tu téchto dvou neiplnych veli¢in je
pouze dusledkem zakonu zachovéani energie. Pokud predpokladdame, ze systém je na-
tolik jednoduchy, ze jediné druhy energie ve hie jsou teplo a prace, je ze zakona
zachovani energie patrné, ze ackoliv prace W a teplo @) jsou zavislé na procesu, jejich
soucet je zavisly pouze na konec¢ném stavu systému.

Zvolenim neuzavieného integréalu, tedy

2

/5Q+5W= AU, (2.16)

1

snadnéji vidime vyznam vnitini energie U. Ta predstavuje “dodatecnou” ener-
gii, kterou systém ziskal z okoli. Toto se také nékdy pouziva jako definice prvni véty
termodynamiky: vnitini energie celého vesmiru (systém + okol{) se nemént,

A[]vesmir =0. (217)
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Nebot z definice, vesmir nemé okoli.

Teplo @ je kladné pokud vchazi do soustavy a prace je kladna pokud ji kona okoli
na systém. V této znaménkové konvenci, veskerd energie, kterou ddvame mi (okoli),
je tim padem kladna.

Symbol d predstavujici uplny diferencial znaci, ze piislusna veli¢ina, na kterou
pusobi je veli¢inou stavovou. Symbol § predstavuje nedplny diferencial a znaci, ze
veli¢ina na kterou pusobi je veli¢inou procesni.

Matematicky nedplnost diferencialu pred () znamend, ze neexistuje () jako funkce
stavovych veli¢in. Kuptikladu:

0Q oQ
dQ(T, P) # (9_TdT + 8_Pdp’ (2.18)
kde T je teplota a P tlak. Muze byt lakavé, pokud narazime ve vypoctech na vyraz
vpravo, jej prohlasit za teplo jako funkci teploty a tlaku, avSsak tento postup, jak uz
nazev napovida, neni uplny. Aby rovnost platila musely by na pravé strané byt dalsi
¢leny, které by vsak zavisely i na nestavovych veli¢inach, jako je tfeba prace W, cas
t apod.

V termodynamice tedy ¢astecné opoustime od obvyklého zapisu parcidlnich de-
rivaci a pouzivame symbol ¢ a kulaté zavorky s indexem, indikujicim, které veli¢iny
povazujeme za konstantni. Kuptikladu, pro jednu z tepelnych kapacit, mame defi-

nici: 50
Cy = (8_T>v . (2.19)

Slovné muzeme popsat tuto definici jako zménu tepla vzhledem k zméné teploty béhem
procesu, kdy neménime objem systému.

Tepelny stroj, ktery porusuje prvni zakon termodynamiky se nazyvéa Perpetuum
mobile prvniho druhu.

2.4.1 Ekviparti¢ni teorém

Ekviparticni teorém nepatii v pifsném slova smyslu do termodynamiky, nebot k jeho
odvozeni je potteba vyuzit znalosti z kinetiky teorie plynu, predevsim faktu o existenci
atomu a molekul. Avsak, pro pochopeni nékterych zakladnich termodynamickych
pravidel, kupiikladu nezavislost vnitini energie idealniho plynu na objemu, je tento
teorém nezbytny a proto jej na tomto misté udavame.

Ekviparticni teorém dava do souvislosti termodynamickou teplotu a stfedni kine-
tickou energii molekuly. Jeho hlavni teze by se dala zjednodusené shrnout vztahem
= _

E

= kT, (2.20)

kde k je Boltzmanova konstanta a f je pocet stupnu volnosti molekuly. Toto zjed-
nodusené vyjadreni bude platit, dokud se ve vyrazu pro potencidlni energii danou
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interakcemi mezi molekulami neobjevi jiné piispévky nez kvadratické (harmonicky
oscildtor).

V ptipadé idedlniho plynu se ekviparti¢ni teorém dé “odvodit” na zakladé Ma-
xwellova rozdéleni rychlosti molekul v plynu, nebot pak vime, Ze stiedni kvadraticka
rychlost molekul je

o = 3T (2.21)

Y

m
kde m je hmotnost molekuly. Dosazenim tohoto vztahu do vztahu pro kinetickou
energii dostavame

Ek = lmv_Q = ﬂ .
2 2
Dulezitym dusledkem ekvipartiéniho teorému je, ze stfedni kineticka energie mo-
lekuly neni funkci m! Také, ze vnitini energie idedlniho plynu U = NEy je funkei
pouze teploty.

(2.22)

2.4.2 Ruzné procesy

Je vhodné definovat ruzné procesy, pii kterych se jista velicina drzi konstantni. V
uvahéach nad rozlicnymi problémy termodynamiky, zejména pii vypoctech zmén sta-
vovych veli¢in mezi poc¢atecnim a koncovym stavem systému, muze vypocet usnadnit
vhodné volba procesu, které uvazované stavy spojuji.

2.4.3 Jouleova expanze

Predpokladejme, ze vnitini energie systému je funkci termodynamické teploty T' a
objemu V, tzn.
U=U(T,V). (2.23)
Volba zavislosti na stavovych veli¢in je v principu libovolna a az podrobnéji za-
vedeme druhy zakon termodynamiky uvidime, ze tato volba neni pro vnitini energii
“nejprirozenéjsi”.
Piimym dusledkem této volby je tvar diferencidlu (nekoneéné malého piirustku):

dU(T,V) = (%)V dT + (g—wT dv . (2.24)

Nyni uvazujme, ze veskeré procesy prohybajici na systému jsou vratné. Prvni vétu
termodynamiky muzeme psat ve tvaru

dU = 6Q — pdV’ | (2.25)

nebot pii vratném procesu musi byt vnéjsi tlak p, roven tlaku systému p. Proto jsme
ve vyrazu pro praci v predchozi rovnici

SW = —p.dV (2.26)
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nahradili vnéjsi tlak (proti kterému napft. tlaci pist), tlakem systému samotného. Je
béznou chybou opomenout, Ze toto nahrazeni je mozné pouze v piipadé vratnych
procesu.

Nynf se na chvili vratme k rozboru diferencidlu (2.25). Prvni zdvorka predstavuje
zménu vnitini energie pii neménném objemu. Proces, pii kterém se neméni objem
systému nazyvame izochoricky a korespondujici kiivka v diagramu je izochora.

V pripadé, ze se systém vyviji podél néjaké izochory, z prvniho zdkona plyne, ze
systém nekona mechanickou praci. Zména vnitini energie je ptimo dané teplem:

AU =Q. (2.27)

Pro prvni zavorku tedy plati:

(g%)v - (g_g’)v =Cv, (2.28)

kde jsme v poslednim kroku pouzili definici tepelné kapacity pti stalém objemu. Prvni
¢len diferencidlu vnitini energie (2.25) ma jasny fyzikalni vyznam, ktery je snadné
meérit. Dostavame tak fyzikalné jasnéjsi vztah

ou

dU(T, V) = Cy dT + (WL dv . (2.29)

Co vsak vyraz v druhé zavorce uvedené ve vztahu (2.25)? K fyzikdlni objasnéni
této veliciny, Joule vymyslel a nasledné i provedl experiment, tzv. Jouleovu volnou
expanzi.

Uvazujme izolovany systém slozeny se dvou komor. Jedna komora obsahuje plyn,
druhd vakuum. Plyn z prvni komory je poté vpustén do komory prazdné. Jelikoz je
expanze provadéna do vakua, tedy proti nulovému tlaku, nekond se zadnd préace (W =
0). Jelikoz je systém uzavieny, nedostava, zadné teplo z okoli (@ = 0). Proces, pii
kterém si systém nevymeénuje teplo se svym okolim se nazyva adiabaticky. Pozdéji
se ukaze, ze vratna verze adiabatickych procesu neméni entropii systému a proto se
také tento proces nékdy nazyva nonentropicky.

Za podminek Jouleova experimentu, z prvniho zakona plyne, ze zména vnitini
energie je také nulova (AU = 0).

Pouzitim téchto informaci muzeme z (2.29) ustanovit nami hledanou zavorku

ou oT
(W)T = —CV <W>U = _CV Ny, (230)

kde n; se nazyva parametr Jouleovi volné expanze. Tato velicina mé jiz fyzikalné
jasnéjsi vyznam a da se snadnéji mérit. Vysledkem je jednoducha relace pro diferencial
vnitini energie

dU(T,V) = Cy dT — Cy nydV . (2.31)
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Joule provedl méreni parametru ny pro nékolik plynu a diky nedostatecné presnosti
dosel k nespravnému néazoru, ze ny je pro vSechny plynu nulové. Pozdéji dokdzeme,
ze je tento parametr nulovy pouze pro idealni plyn.

Obrazek?

Nyni toto tvrzeni piijem bez dukazu. Pouzitim tohoto poznatku v rovnici Dostdvame
se tak k velmi dulezitému zavéru, ze pokud je tepelna kapacita konstantni, v coz se
dobé, kdy se tyto uvahy utvareli zddlo byt experimentalné potvrzeno, pak vnitini
energie idealniho plynu nezavisi na objemu V', ale pouze na teploté T'.

Pozdéji ukazeme, ze je mozné demonstrovat konstantnost tepelnych kapacit idedlniho
plynu pouze z termodynamickych tvah a neni potieba experimentalniho ujisténi.

2.4.4 Jouleiv—Thomsonoviv experiment

Pro velkou ¢dst procest, se tlak neméni nebot ziistava roven tlaku atmosferickému.
Takové procesy nazyvame izobarické. V pripadé izobarickych procesu hraje dulezitou
roli tzv. entalpie H = U + pV .
V pripadé izobarického procesu, pii kterém se kond vratnd préace, z 1. véty ter-
modynamiky plat:
AU =Q+W =Q, —pAV. (2.32)

Odtud vidime, zZe teplo pfi izobarickém procesu (), je rovno zméné entalpie systému
AH = AU + pAV.
V infinitesiméalnim piipadeé:
dH =6Q),. (2.33)

Fyzikalni intuice entalpie je tedy primocara. Jednad se o teplo vyménéné mezi
systémem a okolim béhem izobarického procesu.
Diferencidl entalpie jako funkce teploty T a tlaku p je:

dH(T,p) = (g—[;)pd:r+ (%_;[)po‘ (2.34)

Nabizi se prirozena otézka jaké jsou fyzikalni interpretace jednotlivych parcidlnich
derivaci entalpie. Z ptedchozi diskuze vime, ze pti konstantnim tlaku je vyznam zmény

entalpie roven teplu, a tedy
OH oQ
) = (=) = 2.
(57),= (5) =0 2

je tepelna kapacita za konstantniho tlaku. Je znamo, ze tento vysledek plati i pro
situace, kdy se kona nevratna prace.

Ziskany vysledek je analogicky vysledku z izotermického déje.

K vyjasnéni druhé parcialni derivace z rovnice (2.34) pouzijeme vysledky Jouleva—
Thomsonova experimentu.
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Obrazek 2.5: Joule-Thomsonuv experiment. Tlak p; volime, beze ztraty obecnosti,
vetsi nez tlak po .

Uvazujeme, dokonale izolovanou trubici (viz Obr. 2.5). V jejim stfedu se nachdzi
porézni material, ktery propousti plyn, ale klade mu odpor. Na kazdou stranu tru-
bice ptripevnime pist. Prvni z pistu stlacujeme natolik pomalu, ze vnéjsi tlak pyq
a tlak p; v trubici se staci vyrovnat a tim padem, stlacovani pistu probiha vratné.
Predpokladédme, vsak, ze stlacovani probiha natolik rychle, ¢i jinak fe¢eno, ze zpoma-
leni proudéni plynu v poréznim materidlu, je dostatecné veliké na to, aby se tlaky p;
a po nevyrovnali okamzité. Z téchto podminek, by mélo platit, ze analogicky plak ps
a vneéjsi tlak pyo jsou vyrovnané. Druhy pist tedy reaguje na nase stlaceni opozdéné,
ale také vratneé.

Nabizi se otazka, zda-li je celkovy déj vratny. Pochopitelné neni a nejjednodussi
zpusob jak se o tom presvédcit, je predstavit si déj probihajici zpatky v case.

Nyni se vratme k samotnému experimentu. V pocdteénim stavu uvazujme, Ze
prvni pist je roztazeny a druhy je naopak, plné zatazeny a neni v ném zadny plyn.
Finalni stav, bude pfesné opacny. Diky dokonalé izolaci je tento proces Adiabaticksy.
Tedy 6 = 0. Pokud budeme pist stlacovat izobaricky, bude prace vykonana timto
pistem rovna

W1 = pl‘/l s (236)

kde V; je puvodni objem pistu. Prace vykonana druhym pistem je analogicky rovna
W2 = —pg‘/g, (237)

Celkova prace muze byt napsana jako W = p; Vi — paVs . Jelikoz obé prace prohybaji
vratné, izobaricky a bez vymeény tepla, je celkova zmeéna entalpie nulova (dH = 0),
ackoliv se nejednd o vratny déj (porézni material nekond praci).

Vidime, ze v tomto experimentu

(), -0 (%),

Zmeénu teploty v zavislosti na tlaku muzeme v tomto experimentu métit a tabelovat.
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Tato veli¢ina se nyni nazyva Joule-Thomsonuv koeficient:

(g—z)H = gt - (2.39)

OH
(), =G o

V ptipadé idedlniho plynu predpokladame, ze vnitini energie je pouze funkei tep-
loty U(T") . Totéz plati i pro entalpii, jak se muzeme presvédcit ze stavové rovnice pro
idealni plyn:

a tedy:

H=UT)+pV =U(T)+nRT. (2.41)

Z téchto uvah plyne, ze i Jouleuv—Thomsonuv koeficient, je pro idedlni plyn nulovy.
[dealni plyn se pti Joule-Thomsonovu experimentu ani nezahfiva ani neochlazuje.
Realné plyny se tak nastésti nechovaji. Uvazujme kuptikladu van der Waalstuv

plyn:
OH a
) ~b= = 2.42
( dp >T ’ RT ( )

oT a

zavisi na teploté a muze byt jak kladny tak zdporny. V piipadé, ze je tento Clen
presné roven nule, definujeme tzv. inverzni teplotu T}, pfi které se plyn chova jako
idealni plyn. Pokud je teplota plynu vétsi nez teplota inverzni T > Ti,,, plyn se pii
expanzi zahiiva.

To znamend, Ze ¢len

2.4.5 Mayertuv vztah

Nyni kdyz zname zpusob vypoctu dvou tepelnych kapacit

ou OH
oo (), o (%) . o

je poucné si ukazat jejich vzajemny vztah. Pro nazornost si ukazeme dva zpusoby jak
vztahu mezi C, a Cy dosdhnout. Prvni metoda bude zdviset na pouhé manipulaci
nami uz znamych veli¢in a vztahu. Druhy zpusob se bude opirat o fyzikdlni procesy
na idealnim plynu.

Zacnéme prvni metodou. Z definice entalpie H = U + pV plati:

C, = (g—g)p +p @_;)p : (2.45)

Julius Robert
Mayer
(1814-1878)
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Uzitim tetézového pravidla

(7).~ (7). + (), (&7),

Dohromady dostavame znamy Mayeruv vztah:

-con o (29) ] (%) o

V pripadé idealniho plynu je vnitini energie U pouze funkci teploty. Dostavame
tak velice jednoduchy vztah:
C,=Cy +nR. (2.48)

Je fyzikdlné ndazornéjsi si tento
znamy vztah odvodit za pomoci dvou
termodynamickych procesu na idealnim

T

plynu, naznacenych na Obr. 2.6. % (3)
I
=

Pro jednoduchost uvazujme pouze
jeden mol plynu (n = 1). V prvnim
z uvazovanych procesu jej izochoricky
zahfejme z teploty 77 na teplotu 77 + (1)
d7T". V druhém procesu jej izobaricky
zahtejeme, opét z teploty T} na teplotu -
Ty + dT. Oba procesy tedy prevedou
plyn z pocatecniho stavu do stavu se
stejnou teplotou, ale jinou cestou. Tyto } } >
dva koncové stavy spojime pomoci izo- Vi Vi4+dV
termické komprese.

Jelikoz je vnitini energie U stavo-
vou veli¢inou, neni dulezité po jaké cesté
jsme se do konec¢ného stavu dostali.

Pro prvni proces mame:

Obrazek 2.6: Odvozeni Mayerova vztahu
pro jeden mol idealniho plynu.

AUy = 6Q; + 6W . (2.49)

Prvni proces je izochoricky a tedy se nekond zadna prace (0W; = 0). Zména vnitini
energie je rovna dodanému teplu, které lze v izochorickém procesu vyjadiit pomoci
patiiéné kapacity: dU; = CydT .

Druhy proces zacina izobarickym ohtatim.

dU2 = 5@2 + (SWQ == deT - pdV . (250)

7Z rovnice pro jeden mol idealniho plynu prevedeme diferencidl objemu na diferencial
tepla pfi izobarickém procesu:

av = Zar. (2.51)
p
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Dostavame:
dU; = C,dT — RAT'. (2.52)

Posledni ¢ast procesu je izotermicka komprese, coz pro idedlni plyn znamena, ze
vnitini energie se neméni. Jsme tedy ve stejném stavu a vidime, ze plati:

dU; :dUngV:Cp—R. (253)

2.4.6 Adiabaticky proces

Adiabaticky proces je ten pii kterém si systém nevymeénuje teplo s okolim 6Q) = 0.
Pro nazornost nejprve uvazujme izo-
D A termicky vratny déj, ktery je vyobrazen
P v p — V diagramu uré¢itou ¢arou (modra
¢ara na Obr. 2.7). Tato kfivka je pro
idedlni plyn jasné definovana vztahem

nRT

- (2.54)

p =
P1i tomto procesu se teplota T' udrzuje
konstantni za pomoci tepelného re-
zervoaru, t.j. do systému pritéka teplot
Q.
> V Nyni vSak uvazujme adiabaticky
Vi Va vratny proces mezi stejnym pocatecnim
stavem a stejnym koncovym objemem
Obrédzek 2.7: Izoterma (modrd) a adiabata v, jako v pifpadé izotermického déje. Je-
(Cervend cdra) s Poissonovou konstantou  likoz nynf si systém nevyméiiuje s okolim
k=16. teplo (0Q = 0), musi kiivka spojujici
oba stavy (Cervend cara) vypadat jinak,
nez v izotermickém pripadé. Na obrézku vidime, ze koncové tlaky se lisi (py # p3).
Otéazka zni: Jaka je funkéni zavislost této adiabaty?
Vyjdeme z prvni véty termodynamiky, ktera se v uvazovaném adiabatickém pro-
cesu redukuje na

P21

P3|

CydT = —pdV . (2.55)

Leva strana rovnice plyne z faktu, ze hovotime o idedlnim plynu. Prava strana rovnice
vychazi z faktu, ze zména tepla d(Q) je pro adiabaticky proces nulové a ze uvazovany
proces probiha vratné, a tudiz muzeme vnéjsi tlak, ve vztahu pro préaci nahradit
tlakem plynu (p, = p).

Ze stavové rovnice pro idealni plyn, po upravé dostavame:

dT  nR
LR VN 2.
Cv— + 57V =0 (2.56)
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Jelikoz hledame vztah pro proménné p a V', zménime diferencial teploty podle
stavové rovnice idealniho plynu:

1
dT'= — (Vd dV) . 2.57
— (Vdp+ pdV) (257)
Po tupraveé:
d d
(Cv + nR)VV royL=o. (2.58)
p

Z Mayerova vztahu plyne, Ze vyraz v zavorce je roven C), a z ekviparti¢ni véty vime,
ze pro idedlni plyn jsou kapacity konstanty. Muzeme tedy integrovat a dostaneme:

Co,InV 4+ CyInp = kon. (2.59)
a tedy
pV" = kon., (2.60)

kde x = C,/Cy se nazyva Poissonova konstanta. Hodnota Poissonovy konstanty pro
idedlni plyn rovnéz plyne z ekviparticniho teorému a je v pripadé jednoatomového
plynu rovna 5/3.

2.4.7 Priklady

2.1 Uzitim ekviparti¢niho teorému stanovte mérnou tepelnou kapacitu pfi stalém
objemu pro argon a dusik pfi pokojové teploté. Ziskané hodnoty porovnejte s
daty z tabulek.

[Cyvn = T42(740) J kg " K1, Cya, = 346(310) J kg K]
2.2 Uzitim Mayerova vztahu a znalosti Cyx = 742 J.kg . K~! (viz ptedchozi piiklad)

stanovte mérnou tepelnou kapacitu pii stalém tlaku dusik Cy pfi pokojové tep-
loté. Ziskané hodnoty porovnejte s daty z tabulek.

[Cpn = 1039(1040) J kg " K]
2.3 Vodik je dvouatomovy plyn, jehoz moldrni tepelnd kapacita ¢y = 5/2R a
vyplituje objem V' = 100 cm?® pii tlaku p = 51 kPa. Uréete praci, kterou tento
plyn vykona, expanduje-li na objem Vo, =5V :
a) izotermicky

b) adiabaticky (Mayeruv vztah: ¢, = ¢y + R)
(W, =821J, W, = 6.05]]

2.4 Mé&jme V; = 1m?® idedlntho plynu pii teploté T} = 273.2 K a tlaku p; = 1 MPa.
Plyn kona préci tak, ze jeho konecny tlak je po = 0.1 MPa . Plyn povazujeme
za jednoatomovy (Ne).

Urcéete:
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pocet molu plynu,

)

b) praci vykonanou plynem pii izotermické vratné expanzi,
) praci vykonanou plynem pii adiabatické vratné expanzi,
)

praci vykonanou plynem pii adiabatické nevratné expanzi, proti konstantnimu
vnéjsimu tlaku pex = po.

e) Uvahou rozhodnéte kterd z konecnych teplot systému po vykonani adia-
batické vratné resp. nevratné expanzi (75" resp. T9"") je vétsi.

[a) 440.3 molu, b) 2.3MJ, ¢) 0.903MJ ,d) 0.54, MJ , e) T3]

2.5 Za normalnich podminek izotermicky stlacime dusik o hmotnosti m = 28 g na
desetinu puvodniho objemu (Vo = 0.1V;). Urcete praci plynu za predpokladu
Van der Waalsovy stavové rovnice a rovnice idedlniho plynu a vysledky porov-
nejte. (a = 0.137b = 38.7 x 1079)

Wiy = 5284, Wy = 5229 J]

2.6 Puvodni objem dusiku o hmotnosti 2 g a poc¢atecni teploté 27 °C byl pii stalém
tlaku zmensen o ¢tvrtinu. Urcete zménu entalpie plynu.

2.7 Urcete zménu volné entalpie dusiku o hmotnosti 100 g, jestlize byl plyn pfi
teploté 300 K izotermicky stlacen na tii ¢tvrtiny puvodniho objemu.

2.8 Hélium o hmotnosti 120 g bylo pti teploté 27 °C izotermicky stla¢eno. Jeho tlak
se pri tom zvétsil na trojnasobek pocatecni hodnoty. Urcete, jak se pfi tomto
procesu zménila volna entalpie hélia.

Moldrni hmotnost hélia je M,, = 4 g mol~!.

2.9 Odvod'te zdvislost kinetické energie jedné cdstice Ei(T) na teploté idedlntho
plynu ve stavu termodynamické rovnovahy. Uvazujte specidlné relativisticky
pripad.

2.5 Druha véta termodynamiky

Do této chvile jsme v podstaté hovotili jen o zdkonu zachovani energie, ktery nam
pomohl rozhodnout jaké déje se v prirodé mohou vyskytovat. Avsak, existuje velka
mnozina déju, které jsou z energického hlediska povolené a presto se v prirodé samo-
volné nestavaji. Uvidime, ze teplo () nemuze byt celé prevedeno na praci W pomoci
cyklického tepelného stroje. Také, ze teplo nemuze proudit ze studeného télesa na
horké, aniz bychom k tomu nevynalozili néjakou praci.

Ktera veli¢ina urcuje, zdali jsou tyto déje, pti kterych se zachovava energie mozné?
Touto velicinou se ukéaze byti entropie.
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Je to pravé druhd véta termodynamiky, ktera definuje pojem entropie, ktery se
stava usttednim pojmem s slouzi dokonce jako pomyslny most k prechodu do funda-
mentalniho popisu termodynamiky pomoci statisticky teorii, kinetikou a v principu
Hamiltonovskou mechanikou molekul.

Diive vsak, nez zapoc¢neme fyzikalni cestu k pochopeni druhé véty, udélejme malou
matematickou odbocku do svéta diferencidlnich forem, které jsou klicové k pochopeni
termodynamické definice entropie. Zde naznacujeme, ze definic pro entropii je vicero.

2.5.1 Pfaffovy diferencialni formy

7 analyzy vicerozmérnych funkci vime jak definovat nekoneéné maly prirustek n—rozmérné

funkce f :
0
df(xl,... l‘n):a—q:‘];

kde jsme v zapise vyuzili Einsteinova pravidla pro sc¢itani a faktu, ze v plochém
prostoru (neuvazujeme silnou gravitaci) nezélezi kam umistime index (z; = z*).
V pripadé dvourozmérnych funkei je situace nejnazornéjsi. Kuprikladu k funkei

dz” (2.61)

flzy) =zy+5 (2.62)
nalezneme prvni diferencial ve tvaru
df =yder+2xdy. (2.63)

Celou logiku procesu muzeme vsak obratit a predstavit si, ze mame vyraz podobny

k (2.63) a budeme chtit védét, zda-li existuje funkce jejimz je prvnim diferencidlem.
Kuprtikladu

dw = 2ydx + zydy. (2.64)

V tomto pifpadé se ndm zadnd takovd funkce najit nepodaii. Rikdme, Ze tato
Pfaffova diferencidlni forma (nebo jen zkracené diferencialni forma) neni uplny dife-
rencial. Pfaffovy diferencialni formy se obecné zapisuji ve tvaru

dw=ay(x1,...,2,)do; + ... +an(vr,...,2,)ds, = ap(x)da”. (2.65)
Polozme si otazku, kdy je diferencidlni forma tplnym diferencidlem? Ucelenou
odpédi, je tzv. véta o peti ekvivalencich.
Véta o péti ekvivalencich

Necht mdme koeficienty Pfaffovy formy dw = aj, dz* spojité do druhé derivace (a;, €
(). Pak jsou nésledujici tvrzeni ekvivalentni, pokud je alespon jedno z nich splnéno:

1) Existuje funkce f(z1,...,z,) takova, ze je jejim prvnim diferencidlem. Tedy

of

Qg
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2) Existuje funkce ¢ takovd, ze kiivkovy integral formy dw mezi dvéma body A a
B je rozdilem hodnot této funkce v téchto bodech:

/ ap da® = ¢(B) — ¢(A) . (2.67)

Funkci ¢ nazyvame potencidlem formy dw .
3) Krivkovy integral mezi body A a B nezavisi na cesté.

4) Kiivkovy integral po jakékoliv uzaviené kiivce z formy je nulovy:
f dw=0. (2.68)

5) Koeficienty formy spliuji relace:

aak 8ag

proVk, (e (1,...,n).

V dukazu téchto ekvivalenci staci vytvorit implikace kruhem, napt. 1 = 2 = 3 =
4 = 5 = 1. Paté tvrzeni je nejjednodussi zpusob jak ovérovat zda-li je diferencialni
forma ve tvaru uplného diferencidlu. Ve fyzice tikame, ze slozky ay, které tvori uplny
diferencial jsou slozkami konzervativniho pole, napt. pole gravita¢ni. Podminka 5,
neni pak ni¢im jinym, nez vyjadienim, ze dané pole ma nulovou rotaci.

Pfaffovu formu, kterd netvori uplny diferencidl, 1ze obcas zuplnit tzv. integraé¢nim
faktorem. Naptiklad diferencidlni formu (2.64) ziplnime vyndsobenim koeficientem

Y
e2
w=—. 2.70
; (2.70)
Nova forma ve tvaru
do = pdw = 2e? da + ze? dy (2.71)
tvori uplny diferencidl funkce
f(x,y) = 2we? . (2.72)

Veéta: Pro n < 3 existuje vzdy integracni faktor Pfaffovy diferencialni formy.

2.5.2 Spontanni déje

Entropie, predevsim jeji rust rozhoduje o tom zda-li se néjaky proces stane samovolné.
7 formalniho matematického hlediska je druhd véta termodynamiky velice mocna,
nebot zarucuje existenci integrabilnfho faktoru pro teplo dQ. Zde se nejspise tise
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Horky rezervoar, T} Teplé okoli, T}
@ o)
w
cyklus
Q@2

Obrazek 2.8: Schéma tepelného motoru a lednice. Tyto cykly zapojeny do sebe de-
monstruji, Ze nejvyssi mozné tcinnost tepelného motoru je n = (Q1 + Q2)/(Q1).

predpoklada, ze diferencial 6Q) popisujici fyzikalni infinitesimalni pfesun tepla, je
vzdy dostatecné hezky, aby mél integrabilni faktor. Timto faktorem je vzdy(!) 1/T,
kde T je termodynamickd teplota systému. ﬁplny diferencidl vytvoreny za pomoci
itegrabilniho faktoru z netuplného diferencialu pro teplo je pak nazyvan diferencialem
entropie S:

oQ
dsS = T (2.73)

7 informacniho hlediska je entropie mnozstvi skryté informace v systému. Blize
o tom budeme hovorit v podkapitole (3.4). Ve zkratce jde o informaci o kterou
jsme prisli tim, ze jsme se systém rozhodli popisovat pomoci hrubych termodyna-
mickych velicin. Presnost popisu zarucuje fakt, ze hovoiime o systémech v termo-
dynamické rovnovaze, ¢i o systémech, které se vyvijeji natolik pomalu, ze v kazdém
okamziku vznika kratkodobd (kvazi) termodynamicka rovnovaha. V takovém piipadée
neni dulezité znat polohu a hybnost jednotlivych pod-¢asti systému (vétsinou tim
myslime atomy a molekuly) k pochopeni vyvoje systému jako celku. Vimnéme si, ze
k validite této uvahy je zapotiebi platnost nulté véty termodynamiky:.

7 fyzikélniho hlediska je entropie veli¢ina, ktera pravdépodobnostnim charakterem
urcuje smeér déni termodynamickych procesu. Nejznaméjsim piikladem, je tok tepla
z teplejsiho télesa na studenéjsi. Opacny proces je v principu dovolen, ale druhd véta
ukazuje na jeho nepravdépodobnost.

Za timto ucelem rozdélujeme procesy na vratné a nevratné. Vratné procesy,
do znacné miry idealizované, mohou prohybat obéma sméry v ¢ase. Cimz je minéno,
ze nikoho neptekvapi je-li svédkem daného procesu, ¢i jeho presného opaku. Makro-
skopickym ptikladem muze byt tfeba nekonecéné pomald, dokonale tepelné izolovana
expanze plynu tlac¢iciho na pist, ktery se pohybuje absolutné bez tieni. Pohyb ta-
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kového pistu pak muze jit obéma sméry.

Nevratné déje se mohou vyvijet jen jednim smérem. Ptiklady velice nevratnych
déju jsou nam opét intuitivné znamy z kazdodenni zkusenosti. Kuptikladu, slozeni roz-
bité sklenice nahodnymi tepelnymi pohyby molekul skla se nestava. Touto zkusenosti
jsme naptiklad schopni jednoznaéné urcit bézi-li film pozpatku, ¢i se jen herci a stroje
snazi, aby to tak vypadalo. Opét je tfeba pripomenout, ze ackoliv je slozeni rozbité
sklenice ndhodnymi pohyby molekul velmi nepravdépodobné, neni prvni ani druhou
vétou termodynamiky vylouceno.

V dnesni fyzice se predpokldda, ze fundamentalni procesy, jako jsou srazky atomu
a pod. jsou vSechny vratné a ze nevratnost nasi kazdodenni makroskopické zkusenosti
prichdzi az z velkym mnozstvim atomu v kontaktu. Jedna se tedy o rozdéleni, které
ma statisticky charakter a mohlo by prokazovat podobné chovani jako jsou fazové
prechody. Na vratnost fundamentalnich procesu ukazuje kuptikladu Hamiltonova for-
mulace mechaniky a unitarita operatoru ¢asového vyvoje v kvantové mechanice.

Entropie S prokazuje nasledujici termodynamické vlastnosti:

e je to stavova veli¢ina.
e je extenzivni, pro neinteragujici systémy.

e pii vratnych déjich prohybajicich v jinak izolovaném systému je celkova entropie
konstanta.

e pii nevratnych déjich celkova entropie izolovaného systému vzdy roste.

V poslednim bodé je tfeba diirazné dbat na izolovanost systému, nebot bez tohoto
predpokladu je tento bod oc¢ividné v rozporu, kuptikladu s Zzivotem na Zemi.

Jak ur¢ime jaké procesy v piirodé nastavaji samovolné (sponténné)? Co uréi, kde
ve fazovém prostoru vsech stavu lezi termodynamicka rovnovaha? Mohu vytvorit
cyklicky proces, ktery pouze odebira teplo ze studeného objektu a uklada ho na
objekt horky? Proc¢ se plyny smichavaji a nestane se, ze vSechen kyslik v mistnosti je
presunut do jednoho rohu?

Prvni zédkon hovoii jen o zédkonu zachovani energie a k odpovédi na tyto otazky
je nedostacujici. Pouze nam tika, které procesy jsou v daném situaci mozné, ale jiz
nespecifikuje, které opravdu nastanou.

Az druhy zdkon termodynamiky vrha svétlo na tyto problémy. Vysledny princip
by se dal shrnout Clausiousovy slovy: vSechny spontanni procesy jsou nevratné.

Neéktera slovni definice druhého zakona:

e Clausius: Energie vesmiru je konstantni, entropie vesmiru vzdy roste.
e Clausius: Vsechny spontanni procesy jsou nevratné.

e Kelvin: Je nemozné pretvaret teplo na praci cyklickym stojem, bez chladice.
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Matematickd formulace druhého zdkona (Clausiova nerovnost):

j{(%%“‘ =0, 7{‘@% <0. (2.74)

2.5.3 Neékteré cykly

Uvazujme cyklus bézici na idealnim plynu, ktery je slozen z nésledujicich vratnych
procesu:

e Izotermicka expanze (pi, V1,T1) — (p2, Vo, T1) .
e Izochorické ochlazeni (pg, Vo, T1) — (ps3, Vo, T3) .
e Adiabatickd komprese (ps, Vo, To) — (p1, V1, T1) .

Béhem analyzy budeme sledovat zménu nékterych termodynamickych velic¢in.

Bude nas predevsim zajimat, zména P
vnitin{ energie AU, teplo @) , prdce W p, | T
a zmeéna entropie AS .

Zamérme se nyni postupné na jed-
notlivé procesy. Jelikoz je systém tvoren
pouze idealnim plynem plati, Zze zména
vnitini energie je Umérna zméné tep-
loty. V prvnim procesu, ktery predstavu

izotermickou expanzi je tudiz AU = p2] T
0. Navic, jelikoz jsou vSechny procesy
vratné, muzeme do vyrazu pro praci P31 T
vlozit samotny tlak plynu, ktery je } } > |/
béhem procesu roven tlaku vnéjSimu 174 Vs
oW = —pdV . Tento vyraz snadno
spocteme diky stavové rovnici idealniho  Obrazek 2.9: Izoterma (modré) a adiabata
plynu. (Cervend cara) s Poissonovou konstantou
Pro préaci dostavame: k=16.
Vs
W=- / gdv = —nRTln%. (2.75)
Vi

Protoze Vo > Vj je préace zéapornd a dle nasi konvence systém kond praci (uzitecnou)
na okoli.

Konec¢né pro zménu entropie, diky dU = 0 a konstantnosti teploty dostavame:
Q w Vy

— =nRIln— (2.76)

AS = — =— .
T T Vi
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Adiabatickd komprese znamend, ze systém si béhem stlacovani nevymeénuje s
okolim teplo (@ = 0). Odtud z prvniho zédkona ihned dostavame dU = §W . Protoze
uvazujeme pouze systém s idealnim plyn vime, Ze vnitini energie je pouze funkci
teploty a tedy musi platit:

dU = (g—g)v dT = Cy dT'. (2.77)
Zména vnitini energie a stejné tak prace vykonand na systému je tedy rovna
AU =W =Cy (T, —T1). (2.78)
Podobny vztah snadno nalezneme i pro entalpii
AH =C,(T, - T1). (2.79)

V posledni ¢asti cyklu se systém vyviji podél izochory. Préce je tedy nulova (W =
0) a zména vnitini energii jde pouze na tkor tepla (AU = (). Zména entropie je
déna

Ty Ts
(e . fCv T
Ty T1

2.5.4 Carnotuv

Idedlni plyn. Pouze vratné procesy.

2.1 Izotermicka expanze T}
2.2 Adiabaticka expanze
2.3 Izotermicka komprese 715

2.4 Adiabatickd komprese

AUy 5= Q1 + W, =0. (2.81)

AUy 3 =W,. (2.82)
AUs gy = Qs+ W5 =0. (2.83)
AUy = Qs+ Wy = 0. (2.84)

Uéinnost:

Zména entropie:

Pro¢ ma Carnotuv cyklus nejvétsi moznou tcinnost, ze vSech cykli mezi dvéma
teplotami? Protoze pak by bylo mozné prevadét teplo, ze studenéjsiho objektu na
teplejsi, aniz by se konala prace. Pro¢ se tento argument nemuze pouzit pro libovolny
cyklus?

Co takhle pouzit Van der Waalse, zméni se situace néjak zajimavée?
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100000 — . , | __
B izoterma -------- ]
o\ adiabata ——— -]
e
<
A 10000 - |
”
1000 ‘ l Sy T
0 0.5 15 5 o s

1 V [m3]

Obrazek 2.10: Carnotuv cyklus pro jeden mol idedlniho plynu (k = 5/3) mezi pra-
covnimi teplotami 77 = 1000 K a T5 = 300 K.

2.5.5 Gibbsuv paradox
2.5.6 Priklady

2.1 Dokazte, ze celkova zména entropie v Carnotové cyklu je rovna nule.

2.2 Urcete zménu entropie idealniho plynu o teploté 20 °C, tlaku 100 kPa a objemu
2 1, rozpina-li se do vakua na dvojnasobny objem. Uvazujte, ze déj probihd pfti
konstantni teploté.

[AS = nRIn2|

2.3 Najdéte vztah mezi entropii S, objemem V a tlakem p idealniho plynu. Poté
jej upravte tak, aby nevznikl Gibbsuv paradox.

[C(n)exp {%} = pV"‘}

2.4 7 nadoby, v niz je uskladnéno hélium pod tlakem 100 bart, za¢ne poskozenym
ventilem plyn utikat, az tlak klesne na hodnotu tlaku fyzikdlni atmosféry 1
bar. Cely déj probihd izotermicky za pokojové teploty 20 °C. Plyn povazujte za
idedlni a o hmotnosti 2 kg.

Za predpokladu, ze pocatecni entropie helia je S; = 8350 J/K, urcete:
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a) Entropii Sy plynu v konecném stavu, pokud zanedbdte entropii vzniklou
pri michéni s okolni atmosférou.

b) Entropii St helia, které zbylo v nddobé pokud zanedbéte entropii vzniklou
pii michéni s okolni atmosférou, ktera po vyrovnani tlaku vnikla do nadoby.

c) Vysvétlete, proc je Sy < S; a zda-li tento fakt neporusuje druhy zdkon.
[So = 27500 J/K, Sf = S5/100]

Urcete celkovou praci, zménu entropie a uc¢innost u vratného kruhového déje
skladajictho se z izobarické expanze, izochorického ochlazeni a izotermické kom-
prese. Srovnejte uc¢innost tohoto cyklu s u¢innosti idealniho Carnotova cyklu,
pracuji-li oba mezi teplotami 300 K a 1000 K.

Predpokladejte, ze plyn je idealni, dvouatomovy a ze jeho latkové mnozstvi je
1 mol.
(W =2815J,A8 =0,n=0,138]

Uvazujme tzv. Dieseliv cyklus slozeny z nasledujicich ¢tyt déju:

a) Adiabatickd komprese z objemu V; na objem V5.

b) Izobarickd expanze z objemu V5 na V3.

c) Adiabatické expanze zpét na objem V;.
)

d) Izochorické ochlazeni probihajici pti objemu V.

Pro popis tohoto cyklu se zavadi kompresni pomér

a plnici pomér

Dokazte, ze i¢innost tohoto cyklu je pouze funkci téchto dvou konstant a Pois-
sonovy konstanty pracovniho plynu. Tuto funkci naleznéte.

Pracovni plyn pokladejte za idealni.

2.6 3. véta termodynamiky

2.7 Redalné plyny

2.7.1 Kompresibilni faktro 7

pV = ZnRT . (2.85)
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2.7.2 Viridlovy rozvoj

vV B(T) , (1)
A A S A T

Y T ’
kde B(T) a CT jsou ¢leny viridlova rozvoje. Obecné se vétsinou ignoruji vyssi cleny
rozvoje.

(2.86)

2.8 Termodynamické potencialy

2.8.1 Gibbsova volna energie
dG = —SdT + Vdp. (2.87)

. ’ ) ’ ’
Velice mocné nebot nyni mame

s () v () s

Také z definice G = H — T'S ziskame entalpii H . Ze vztahu H = U + pV dostavame
vztah pro vnitini energii a pod.

Pro pevné latky a kapaliny, je dobra aproximace uvazovat G jako funkeci pouze
teploty, nebot kapaliny a pevné latky neméni piili§ sviij objem V pii zméné tlaku
p. Nepresnosti této aproximace jsou znami v praxi predevsim z faktu, ze tlak muze
zménit teplotu fazového prechodu mezi pevnym skupenstvim a kapalnym skupen-
stvim. Péknym praktickym dukazem je efekt regelace ledu, kdy struna zavésend na
kostce z ledu jim pomalu prochéazi, aniz by se led samotny roztopil.

2.8.2 Chemicky potencial

Chemicky potenciél u je definovan jako Gibbsova volna energie na mol
pu=_aG. (2.89)

Uvazujme Gibbsovu energii pro systém z dvéma ruznymi druhy latky: G(T, p, nq, ns).

Entitu oC
] ) 2.
( an)T Ty (2.90)

definujeme jako chemicky potencial :—tého druhu latky p;. Chemicky potencidl je
tedy intenzivni veli¢inou. Jelikoz se ze znalosti volné energie daji dopocitat ostatni
termodynamické potencidly, je definice chemického potencialu prirozené prevzata i z
téchto dalsich potencidlu. Napf.

dH =TdS + Vdp+ Z widn; (2.91)
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z ¢ehoz plyne definice chemického potencidlu:

OH o
i = (3”)5,%% , Vj#i. (2.92)

Nyni chceme dokazat elegantni vztah
G=> pmi. (2.93)
Dikaz piedvedeme pro i € (1,2) nebot obecny postup je podobny.
7 vlastnosti extenzivity volné energie plati:
G(T7p7 /\n17>\n2) = /\G(T,]), n17n2> . (294)

Obeé strany zderivujme podle .

0G 0ny n 0G 0Any
3)\711 8/\ 3)\712 A

—q. (2.95)

Dukaz je hotov pokud si uvédomime, ze diky vlastnosti (2.94) jsou parcidlni derivace
G rovny patficnému chemickému potencidlu.

2.8.3 Maxwellovy relace

Maxwellovy relace (vztahy) jsou piimym dusledkem ptredpokladu, ze nékteré ter-
modynamické veli¢iny tvoii uplny diferencidl. Z tohoto ihned plyne podminka na
zameénitelnost parcialnich derivaci. Z této zaménitelnosti pak plynou urc¢ité vztahy
mezi termodynamickymi veli¢cinami.

Nejlépe se tento fakt demonstruje na prikladu. Muzeme si zvolit libovolny ter-
modynamicky potencidl a proto zvolme ten nejjednodussi a sice vnitini energii U. Z
kombinované véty vime, ze diferencial vnitini energie je tvaru

dU = TdS — pdV . (2.96)

Odtud ihned vidime vztahy pro parcialni derivace

@r @) e

Avsak na zakladé predpokladu, ze vnitini energie tvoii uplny diferencial je nutné aby
se tyto dvé parcialni derivace mohly zaménit, aniz by to mélo vliv na vysledek. Tedy

@636, e
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Dosazenim ze vztahu (2.97) ihned dostavame jednu z Maxwellovych relaci

(), (),

Obecné muze existovat toliko Maxwellovych relaci, kolik si nadefinujeme termodyna-
mickych potencialu. Nejcastéji se uzivaji nasledujici 4:

N
N
D S—

_(a_i)T _ (Z_V)p (2.103)
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Kapitola 3

Statisticka fyzika

Statistickou mechanikou se obvykle rozumi ta ¢ast statistické fyziky, kterd se zabyva
pouze studiem vratnych procesu. Ta cast statistické fyziky, ktera se zabyva i ne-
vratnymi procesy se nazyva kinetika.

Kineticka teorie , ktera v prvni poloviné 19.stoleti dokazala sjednotit fenomeno-
logickou termodynamiku s klasickou mechanikou, povazuje plyn za soustavu velkého
poctu nepatrnych hmotnych ¢astic — molekul, které jsou v neustalém, neuspoiradaném
pohybu. Pomoci mechanickych vlastnosti téchto castic vysvétluje termodynamické
veli¢iny plynu. Nejjednodussi je aplikace kinetické teorie na idealni plyn, jehoz chovani
jsme popsali v minulych kapitolach.

Zékladni predpoklad pro idedlni plyn je ze molekuly na sebe vzdjemné neptisobi
zadnymi silami. Dusledkem nulovych sil mezi molekulami idealniho plynu je potom
také nulova potencidlni energie kazdé molekuly. Z toho déle plyne, ze celkova mecha-
nicka energie kazdé molekuly je tvorena pouze jeji kinetickou ¢asti, a ze vnitini energie
plynu jako soucet vSech energii vSech jeho molekul je pak dana celkovou kinetickou
energii téchto molekul.

Druhy ptredpokladem pro idealni plyn je zanedbatelnd velikost jeho molekul, ide-
alizovanych jako hmotné body. Pak muzeme zanedbat rotacni pohyb molekul a sa-
moziejme i energii tohoto pohybu. Toto zanedbani bude zfejmé velmi dobte vyhovo-
vat pfi porovnani s redlnymi “jedno-atomovymi” molekulami vzacnych plynu a také
napiiklad pro v plazmatu bézné se vyskytujici ionizované atomy), jejichz vlastni mo-
ment setrvacnosti je zanedbatelné maly. U vétsich molekul, sklddajicich se ze dvou a
vice atomu pak bude nutno zapocitat i kinetickou energii rotace molekuly, pripadné
i energii jejich kmitu.

3.1 Statisticka Mechanika

Zabyva se vlastnostmi hmoty v termodynamické rovnovéze.
Cilem této discipliny je odvodit vSechny rovnovazné vlastnosti makroskopické
hmoty ze zakonu molekulové dynamiky. Vyuziva se znalost toho, ze atomy a molekuly

47
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existuji. Meélo-by tedy byt, alespon principialné, mozné odvodit vSechny empirické
zakony termodynamiky z mikroskopickych vlastnosti téchto castic.

Predpoklady: Jelikoz je pocet ¢astic v jednom molu velmi velké ¢islo: Ny = 6.022 %
10~2 | je vhodnou aproximaci povazovat tento pocet za nekoneény. Avsak specificky
objem, ktery zaujim4 jedna ¢éstice, v = V/N budeme nadéle povazovat za konecéné
¢islo.

Mezi dulezité pojmy statistické fyziky patii mikrostav a makrostav.

Mikrostav predstavuje pfesné urceny stav sytému. V klasické fyzice jej vyjadiime
pomoci 3N kanonickych (t.j., zobecnénych) soutradnic ¢ ,¢s, ... ,qsy a pomoci 3N
zobecnénych hybnosti p;,ps, ... ,p3n. Mikrostav systému v case ¢ si lze geomet-
ricky predstavit jako bod v 6 N—rozmérném prostoru, jehoz osami jsou zobecnéné
soufadnice. Tento prostor se nazyva Fdzovy prostor.

Zménu stavu, tedy vyvoj v case, systému lze nésledné interpretovat jako po-
hyb reprezentativniho bodu ve fazovém prostoru. Dynamika reprezentativniho bodu
predstavujiciho mikrostav klasického systému je dana Hamiltonovymi rovnicemi

oH . OH
=4,
Ip; ’ 9q;
kde tecka predstavuje derivaci podle casu.
Jednoznac¢nost feseni pohybovych rovnic zarucuje, ze kiivka ve fazovém prostoru

(fazova trajektorie) nemuze protinat samu sebe. Uzaviené kiivky ve fazovém prostoru
reprezentuji tzv. periodické systémy.

V kvantové fyzice pouzijeme kupiikladu vlnovou funkei 3N proménnych ¢ (g , go , - - -

ale kvantovym popisem se budeme zabyvat jen okrajové.

Vzhledem k obrovskému poctu ¢astic v systému je prakticky nemozné pouzit
rovnice dynamiky a sledovat jeho vyvoj v case. Navic, ve stavu termodynamické
rovnovahy se stfedni hodnoty veli¢in nikterak nevyvijeji (alespon v rdmci relaxa¢ni
doby 7) a proto by byla i znalost poloh a hybnosti jednotlivych ¢dstic nadbyte¢nd.
Urcenim nékolika téchto sttednich hodnot udavame makrostav.

Naprtiklad, mikrostavu idedlniho plynu je nepfeberné mnozstvi, ale vSechny udavaji
jeden makrostav definovany za pomoci libovolnych ti{ veli¢in z nasledujicich ctyt
P V.T a N.

Makrostav muzeme definovat jako mnozinu vsSech mikrostavu, které nabyvaji
stejnych makroskopickych veli¢in. Makroskopické veli¢iny, muzeme chéapat jako ty,
které jsme schopni namérit na systému jako celku.

Néekdy se zajimame pouze o polohy ¢éstic a hybnosti prehlizime. Ptislusny pod-
prostor fazového prostoru se nazyva konfiguracni prostor. V opacném piipadé se
zajimame o hybnostni prostor.

3.1.1 Fazovy objem

Objemovy element definovany pomoci vztahu:

7QN)7
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predstavuje miru nejistoty ¢ rozmazani stavu systému. Rikdme, ze stav systému lezi
nékde v elementu d® fazového objemu. Fazovy objem je invariantni vuci kanonickym
transformacim, avsak konfigura¢ni objem a hybnosti objem ne.

Napriklad: fazovy objem stavu jejichz energie je mensi nez dand konstanta E je
urcen vztahem

P — / da. (3.3)

H<FE

V pripadé mono-atomarniho idedlniho plynu plati:

1
E=Bgn =5 (Pl +p3+ - +1iy) - (3.4)

Jelikoz energie nezavisi na poloze ¢éstic, je vypocet konfiguracniho objemu trivialni
o, =VV, (3.5)

kde V predstavuje objem plynu. Kazdy atom plynu se muze nachazet kdekoliv v
tomto objemu.

Vypocet hybnostniho objemu je kvadrivialni nebot piedstavuje objem 3N-rozmérné
koule o poloméru r = vV2mkE .

Celkovy fazovy objem je tedy urcéen vztahem

_ (27rm)3N/2 3N/2VN ’ (36)
'(3N/241)
kde I" je Fulerova gamma funkce.

Tato hodnota vSak neni uplné spravna. Pti integraci jsme dany makrostav zapocitali
vicekrat, nebot jsme nebrali v tivahu nerozlisitelnost ¢dstic. Makrostav je viak stejny
pro libovolnou permutaci nerozlisitelnych céstic. Libovolna permutace ¢astic predstavuje
jiny bod ve fazovém prostoru, ale stejny makrostav. Proto je nutné fazovy objem
podeélit N!. Dostaneme tak fdzovy objem spjaty pouze s rozlisitelnymi (z anglického
distinguishable) makrostavy

(27Tm)3N/2

~ NID(3N/2 + 1)

dp E3NP2YN (3.7)

Tento pifklad muze pripadat ¢tenéii nefyzikalni, nebot uvazovana neznalost presné
energie plynu je v rozmezi 0 az F. V praxi se spiSe setkdme se situaci, ze energie
systému je nékde mezi hodnotami £ —AF a F , kde AF je relativné malé vzhledem k
E . Avsak diky velké rozmeérnosti fazového prostoru se ukazuje, ze tyto dveé 1lohy jsou
prakticky stejné. Fazovy objem z malé povrchové vrstvy o tlousfce AFE je srovnatelné
velky s celym fazovym objemem!
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3.1.2 Definice rovnovahy

Systém je v rovnovaze, pokud jsou vSechny makroskopické veliciny, které jej popisuji,
v case konstantni, az na malé fluktuace kolem stifednich hodnot. Jelikoz typické fluk-
tuace probihaji velmi rychle (Brownuv pohyb) je to co méii obvykly makroskopicky
detektor stfedni ¢asova hodnota fluktujici veliciny:

1 T
L>=—|[1L . .
<L >, 27/ (t)dt (3.8)

Tato definice, je vSak v praxi vetSinou nepouzitelna. Pro feSeni statistickych tvah
se zavedl pojem soubor (nebo téz esemble, ktery byl poprvé pouzit J.W. Gibbsem).
Stredni hodnoty se pak pocitaji pres soubory.

3.1.3 Fluktuace

Nabizi se otazka jakym zpusobem se na vlastnostech makrostavu projevi fluktuace
termodynamickych veli¢in kolem svych stfednich hodnot. Je zfejmé, ze tyto fluktuace
musi byt v rovnovazném stavu relativné malé, jinak by jejich vliv uvedl systém mimo
stav rovnovahy.

Obecné se soudi, ze relativni velikost kvadratickych fluktuaci klesa linearné s
poctem castic:

O = (3.9)
Nasledujici konstrukce, kterou vypracoval Albert Einstein v 1905 tento soud doklada.
Meéjme idedlni rovnovazny plyn o objemu V' a poc¢tu molekul plynu N. Jelikoz v

rovnovaze musi byt plyn homogenni, je pravdépodobnost toho, ze se urcita molekula

nachdzi v objemu v < V' déna podilem v/V .

Pravdépodobnost w,, toho, Ze v objemu v nalezneme praveé n molekul, je pak dana

vztahem: N i N
v oo v) 0-p) (3.10)

kde clen ptred zavorkami, predstavuje pocet ruznych n—tic, které lze vytvorit z N
molekul. Posledni zavorka, predstavuje pravdépodobnost toho, ze dana molekula se
nenachazi v objemu v. Tyto pravdépodobnosti, se umocnuji poc¢tem uvazovanych
molekul, nebot v idedlnim plynu spolu navzdjem neinteraguji (idealizované hmotné
body).

Rozdéleni (3.10) se nazyva binomické rozdélent.

Jelikoz v piipadé plynu je pocet molekul obrovské ¢islo, muzeme uvazovat, ze
zkoumany objem v je zanedbatelny vzhledem k V' a ptat se na asymptoticky rozvoj
binomického rozdéleni pro v < V' a tedy n < N. Aby maly objem v a v ném pocet
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molekul n byly zanedbatelné vuci V' a N je nutné provadét asymptoticky rozvoj ve
kterém se tyto veliciny (V, N) blizi nekoneénu. V takovém piipadé bude platit:

N!'~ (N —=n)IN", pro N — cc. (3.11)

Rovnéz, opét z vlastnosti homogenity a z faktu, ze v je zanedbatelné vuci V
dostavame pozadavek, ze stiedni pocet ¢astic v malych objemech v je roven n =
vN/V .

Po tpravé binomického rozdéleni dostaneme:

(n)"

Wy = 1
n.

exp (—7) . (3.12)

Toto rozdéleni (Poissonovo) je normalizované vztahem

iwn =1. (3.13)
n=0

Obecné plati, ze v teoriich asymptotickych rozvoju se obtizné dokazuji ziskané
vztahy, jako je Poissonovo rozdéleni. Avsak nastroje asymptotickych rozvoju byvaji
casto sebe reflektujici, tj. odkazujici sami na sebe. I zde se muzeme ujistit, ze Poisso-
novo rozdéleni je v poradku, protoze odkazuje na svou stredni hodnotu.

Pokud nebyla udélana chyba musi platit, ze:

n= ann = Zn(:?!nexp (—n) . (3.14)

s O - ~ 2 ) z s ’
Exponentu z toho vyrazu muzeme prevést na druhou stranu, nebot neni zavisld na
n. Dostavame:

exp (n)n = Zn(z# : (3.15)

Suma predstavuje Tayloruv rozvoj a je tedy trividlni ovérit pravdivost tohoto
vztahu. Vyraz na levé strané se casto objevuje a jeji inverzni zobrazeni se nazyva
Lambertova W funkce.

Poissonovo rozdéleni ma vlastnost:

n? = (n)’+n. (3.16)

Nejlépe se o této vlastnosti pfesvédéime derivovanim vztahu (3.15) podle 7.
Naslednym dosazenim do obecné znamého vztahu pro kvadratickou fluktuaci

(An)? = n? — (7)? (3.17)

dostaneme hledany vyraz pro relativni stfedni kvadratickou fluktuaci (3.9).

Z uvedeného prikladu se da usuzovat, ze obecné zakonitosti makroskopickych
systému budou mit charakter zakonu velkych ¢isel a budou splnény tim presnéji,
¢im vétsi pocet castic dany systém bude mit.
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3.1.4 Definice souboru

Soubor, je mnozina vsech mikrostavu spliujicich urcité kriteria, které popisuji jeden
makrostav.

Pojem statistického souboru zavedli nezavisle na sobé Einstein a Gibbs.

Volba téchto kritérii urcuje o jaky druh souboru se jednéd (mikrokanonicky, kano-
nicky a grand kanonicky).

Z definice statistického souboru je jasné, ze stav souboru v ¢ase t je urcen n body
ve fazovém prostoru. Muzeme si zde predstavovat jisty ”oblak” mikrostavu popisujici
jeden makrostav. Tento stav souboru lze interpretovat jako mnozinu nezavislych iden-
tickych systému v ruznych pocatecnich mikrostavech. Pficemz, kazdy reprezentativni
bod se bude vyvijet v ¢ase po vlastni nezavislé trajektorii - nezapominejme, ze mik-
rostavy jsou na sobé navzdjem nezavislé.

Predstavime-li si, ze pocet mikrostavu je v limité nekonecné velky muzeme hovotit
o hustoté reprezentativnich bodu.

Velicina
%n = p(p,q,t)d*" pd*"q (3.18)
predstavuje pravdépodobnost, ze nahodné vybrany sytém souboru bude v case t
umistnén ve fazovém objemu d*Vpd3Nq lokalizovaném v bodé (p,q). Funkce p se
nazyva hustota pravdépodobnosti ¢i distributioni funkce a v jeji definici je nutné dobte
rozmyslet jakym zpusobem se normalizuje, kupiikladu:

/pdq> 1. (3.19)

Pricemz za dosazitelné stavy si muzeme predstavit vSechny mikrostavy korespon-
dujici z danym makrostavem.

Metody statistické fyziky jsou néasledné schopny spocitat stfedni hodnoty veli¢in
pres tyto soubory < L >gubor-

Jaky je vSak vzajemny vztah mezi < L >; a < L >gupor?

3.1.5 Ergodicky problém

Se zabyva odpovédi na predeslou otazku.

Metoda pouzivani souboru ve vypoctu sttednich hodnot makroskopickych veli¢in
je zobecnénim metod urcovani stfednich hodnot na zakladé experimentu. Meéreni
provddime bud vicekrat na jednom vzorku (stfedovani pies ¢as) a nebo na mnoziné
vzorku, které muzeme v ramci experimentédlni chyby povazovat za totozné (stredovani
ptes soubor).

Podle ergodické hypotézy se stiedni hodnoty rovnaji. Méreni pies soubory, ¢i pres
cas je totozny. Prikladem muze byt vaha o stfednim hodu Sestisténné kostky. Ergo-
dicky problém je pak otdzkou, zda-li je sttedni hodnota nekone¢né mnoha nésledujicich
hodu stejna jako jeden hod nekoneénym poctem kostek. U takto jednoduchych systému
je odpoveéd pifmocard, ale obecné je ergodickd otdzka problémem otevienym.
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3.1.6 Liouvilleuv theorém

Zobecnéné proménné ¢; a p; reprezentuji soutradnice polohového vektoru R bodu ve
fazovém prostoru. Kazdy tento bod se v ¢ase vyviji podle Hamiltonovych rovnic.
Muzeme tedy definovat vektor rychlosti V' = (¢, , p;) . PFipomenme, Ze zde hovorime
o vyvoji systému a vyvoji statistického souboru v ramci rovnovaznych, tedy vratnych
zmeén. Lze tedy predpokladat, ze dimenze fazového prostoru se v ¢ase neméni a ani
pocet reprezentativnich bodu.

Nyni si zavedeme zménu poctu stavu ve fazovém elementu d¢ dvojim zpusobem.
Vyuzijeme pfedevsim toho faktu, ze dané systémy nemohou v rovnovéze zaniknout.

Pocet systému v malém fazovém objemu A® je dan objemovym integralem

/ npd®. (3.20)
AD
Celkovy pocet systému n se v ¢ase neméni a proto jediné co muze vyjadrit casovou
zménu tohoto poctu je zména hustoty pravdépodobnosti. Tedy zména poctu systému
ve fazovém objemu je déna:

dp

—do. 21
/natd (3.21)
AP

Avsak, protoze predpokladame, ze systémy nemohou zanikat ani vznikat, zna-
mena to, ze tato zména musi byt vyhradné na tukor systému, které protekli sténou
uvazovaného fazového objemu. Tedy

/n% dd + j{ands =0. (3.22)
AP 0%

Integrél pres uzavienou plochu zménime pomoci Stokesovy véty (Gaussovy) a dostavame:

% +div(pV)dd =0, (3.23)

AD
Jelikoz objem d® nebyl specifikovan, musi tato rovnice platit pro libovolny fazovy

objem. Dostavame tak podminku podobnou rovnici kontinuity

% +div(pV) =0. (3.24)

Déle, upravime divergenci 2 f-rozmérného vektoru pV (zde f predstavuje pocet
stupnu volnosti systému) pomoci Leibnizova pravidla

/ . . f f . .
. opgi  Oppi\ dp . Op . dq;  Op;
div = Z ( 94, + o ) = Z 20, G; + apipZ + pizl 90, + o, ) (3.25)

i=1 =1
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Z Hamiltonovych rovnic (3.1) vsak plyne, ze posledni zavorka v predchozim vyrazu
je nulova. Dosazenim do rovnice kontinuity dostavame:

/
dp dp .  Op .\ _dp
>+ ;1 (aqiq,-I— apipz> = =0. (3.26)

Tato rovnice se nazyva Liouvilleuv theorém. Jeji dusledky pro rozdélovaci funkci
p(t, q,p) jsou takové, ze tato funkce muze zaviset na fazovych proménnych pouze ta-
kovym zpusobem, aby uiplnda derivace podle ¢asu byla nulova. Jinymi slovy, rozdélovaci
funkce muze zaviset pouze na zachovavajicich se veli¢inach, jako je E, P a L a pod.
Navic z téchto zachovavajicich velicin se vétsina da odfiltrovat zvolenim vhodné
souradnicové soustavy. Muzeme tedy tvrdit, ze rozdélovaci funkce je diky tomuto
teorému funkci pouze energie: p = p(F).

Pozn. Liouvilleuv teorém je ekvivalentni se Boltzmannovym-Gibbsovym zdkonem
zachovani fazové extenze:

d
= [dp=0. 2
- 0 (3.27)

3.1.7 Zakladni soubory

Existuji celkem tii zéakladni typy statistickych soubortu. Rozdéluji se podle typu in-
terakce se svym okolim.

3.1 Mikrokanonicky soubor popisuje izolovany systém s danou hodnotou energie.
Experimentélné je takovy systém prakticky velmi obtizné realizovat. Hojné se
vyuziva pro pedagogické a teoretické ucely.

3.2 Kanonicky soubor popisuje systém, ktery si s okolim vyménuje energii. Je vsak
dulezité mit na paméti, ze soubory popisuji makrostav, ktery je se svym okolim
v rovnovaze. V prumeéru, se tedy energie systému popsaném kanonickym sou-
borem neméni.

Okoli se nazyva termostat ¢i rezervodr a predstavuje nevycerpatelny zdroj te-
pelné energie. Kupiikladu, lidské télo muze piedstavovat termostat, pro rtuf v
teploméru, nebot méfeni snizi teplotu lidského téla zanedbatelné malo.

3.3 Grandkanonicky (Velky) soubor popisuje systém, ktery si s okolim vyménuje
jak energii, tak pocty jednotlivych druhu c¢éastic. Piikladem je nasycend para
nad zasobnikem vody.

Casovy vyvoj statistického souboru ve fazovém prostoru znaéné piipomind po-
hyb tekutiny. Veli¢inu dn = npd® si muzeme predstavovat jako mnozstvi fazové
tekutiny v elementu d®.
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3.2 Mikrokanonicky soubor

Uvazujme stacionarni soubor uzavienych systému. Makroskopicky to znamend, ze
systém ma pevné danou energii F, vnéjsi parametry (napt. V') a pocty Ny jednotlivych
druhu ¢astic.

Hustota pravdépodobnosti p(E) je ve fazovém prostoru nenulovd pouze pro ty
kombinace kanonickych proménnych (p,q), které splinuji konstantnost energie F .
Obecné si muzeme takovou oblast predstavovat jako nadplochu ve fazovém prostoru,
tedy podmnozinu fazového prostoru s dimenzi o jedna mensi. Tvar této nadplochy (a
koneckonct i dimenze) bude zaviset na tvaru funkce H(p, q) .

Jelikoz hustotu pravdépodobnosti normujeme, bude muset platit, ze integrél pres
nadplochu z této funkce je roven

/ p(H)d® = 1. (3.28)

H(q,p)=E

To ovSsem znamena, ze z pohledu fazového prostoru musi hustota pravdépodobnosti
obsahovat singularitu typu delta funkce

p(E) = Co(H(q,p) — E), (3.29)

zde C' je neznama konstanta odrazejici fakt, ze hustota pravdépodobnosti, kterd je
funkci pouze energie, musi byt na uvazované nadplose zirejmé konstantni. Vzhledem
k normovaci podmince se konstanta da vyjadrit ve tvaru

% _ / 5(H(q,p) — E)dd — <§—2)H:E . (3.30)

H(q,p)=E

Posledni krok, si lze s trochou ijmy na obecnosti predstavit na piikladu, kdy
fazovy objem predstavuje 2f—rozmérnou kouli. Zde energie E hraje roli poloméru
koule a vySe zminény vztah je pak ocividny. Obecny dukaz vyuziva vlastnosti delta
funkci, jako je

#roots 5(,T . .Z')
() =Y (331)
2 |f (i)
kde nezndma funkce f(z) ma pouze jednoduché (jednondsobné) koteny (roots). Také
je potieba vyuzit vlastnosti z teorii distribuci, jmenovité distribucni derivaci.
Sila ptislusici zméné vnéjsitho parametru a je definovana vztahem

() s

Ze vztahu (3.31) odvodime, zZe stfedni hodnota sily je dana vztahem

i

. A
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kde gradient musi byt chapan pres vSechny soutradnice p, q .

Zména vnéjsiho parametru musi byt provadénd v tzv. kvazi-statické aproximaci,
tedy tak, aby v kazdém okamziku platila podminka, ze systém je v termodynamické
rovnovaze. Zména probihd vratné a jelikoz je systém izolovany, jednd se o zménu
adiabatickou. Prace vykonana touto silou je pak dana vztahem

SW = —Ada, (3.34)

nebot zména vnéjstho parametru nemusi byt nutné iplny diferencidl.
Vzhledem k tomu, Ze fazovy objem zavisi na energii, mohou byt termodynamické
sily spojeny se zménou fazového objemu

0P 0P
dq) = (8_H>adH+ (%)H(SCL (335)

Druhou ¢ast muzeme interpretovat jako fazovy objem mezi dvéma energickymi

nadplochami:

<(‘)_(I>) da = %dsd'r’ = |grad H|dr, (3.36)
da ) 4

kde r je vzdalenost mezi obéma nadplochami.
Pomoci taylorova rozvoje vyjadiime energicky rozdil mezi nadpochami jako

lgrad H|dr = — (6_H) da. (3.37)
08 / g

a

Zkombinovanim téchto dvou vztahu dostavame

0P [ (0H/0a)p,
(%)H(;CL— j{ erad 1] dsda. (3.38)

Coz ale predstavuje, az na konstantu C' rovnovaznou hodnotu sily A. Dostavame

- )
A=cC (8—) . (3.39)
da ) 4
Pouzitim (3.30) dostavame
1
dd = c (dH + Ada) . (3.40)

P1i adiabatickém vratném procesu je zména energie rovna vykonané praci (dH =
—Ada) . Proto plati, ze fazovy objem je adiabatickym invariantem

(0@)aa = 0. (3.41)

7 predchozich kapitol vime, ze veli¢ina ktera se pti adiabatickych vratnych déjich
nemeéni je entropie. Proto by entropie méla byt explicitni funkci fazového objemu
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S = S(®). Vzhledem k tomu, ze fazovy objem méa pravdépodobnostni charakter, je
mozné snadné funkci S(®) nalézt dvahou.

Meéjme dva nezavislé podsystémy s fazovymi objemy ®; a ®5. Pro nezavislé
systémy je entropie aditivni velicina avSak fazové objemy jsou vzhledem k jejich
pravdépodobnostni interpretaci, zjevné multiplikativni. Pro entropii celého systému
plati

S(P) = S(P1) + S(Py) = S(P1Dy) . (3.42)

Tuto funkéni zavislost vladne splnit pouze logaritmus
S=kln(®d) . (3.43)

Na zvoleném zakladu logaritmu nezdlezi, nebot ten by se pouze promitl do hodnoty
konstanty k.

Fyzikalné je vSak tento vztah problematicky, nebot fazovy objem nenf bezrozmérna
velicina. Velikost entropie by pak zavisela na volbé jednotek! To je vSak nepftijatelné
i pro tak efemérni veli¢cinu jakou je entropie. V tomto bodé se obvykle prechazi ke
kvaziklasické aproximaci a misto fazového objemu se zavadi vahovy faktor

®p

I'= ;
(2rh)!

(3.44)

kde jsme opét pouzili pouze tu ¢ast fazového prostoru, ktera vede k rozdilnym makro-
skopickym stavum (viz rov. (3.7)).
Entropii pak definujeme vztahem

S =kn(T) . (3.45)

Konstanta k se nazyva Boltzmannova. Jeji rozmeér je J/K.
Dostavame

dl' = v (dH + Ada) , (3.46)
kde ~ je hustota energickych stavi:

(2 san

Nyni jsme schopni vyjadrit vztah pro diferencidl entropie z rov. (3.45) ve tvaru

dszgwm+Amy (3.48)

Porovnanim toho vztahu s termodynamickym vztahem pro entropii dostavame

k= L (3.49)
g
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a vztah pro stfedni hodnotu termodynamické veli¢iny

Boltzmannuv vztah pro entropii je klicem k pochopeni zméné entropie pii proce-
sech. V izolovanych systémech miuze entropie pouze rust a tedy i vahovy faktor musi
nezbytné rust. Vyvoj systému tedy probiha tim smérem, pii kterém roste pocet jeho
realizaci.

3.2.1 Priklady

Vypoététe termodynamickou teplotu T a stfedni hodnotu tlaku P pro mikrokanonicky
soubor, N dokonalych neinteragujicich ¢astic o hmotnosti m a energii E uzavienych
v objemu V.

3.3 Kanonicky soubor

Zacneme tim, ze se pokusime odhadnout mozné energické stavy jednotlivych c¢astic
v systému a také pravdépodobnost, ze se v téchto stavech mohou nachazet. Pak by
méla souviset s vnitini energii systému.

Predpokladejme, Ze v systému se momentalné nachézi pouze jedna castice v i—tém
stavu s energii ¢; . Pravdépodobnost, ze systém nalezneme v takovém stavu je obecné
P(€;). Zavisi pouze na energii, jak ukazuje Liouvilleuv teorém.

Pravdépodobnost, ze takovéto dva nezavislé systémy nalezneme s energiemi ¢; a
¢; je pochopitelné P(e; + €;).

Jelikoz jsou systémy nezavislé tato pravdépodobnost by méla byt vyjadiena prostym
nasobkem jednotlivych pravdépodobnosti:

P(e; +¢j) = P(€;)P(e) . (3.51)

Toto naznacuje, ze pravdépodobnost je dana vztahem:

1 .
P(e;) = —e P4, (3.52)
z
kde 1/z je normalizacni konstanta a (3 je nezndmy parametr.

Fyzikdlni ivahou muzeme argumentovat, ze 5 by méla nepifimo imérné zaviset
na teploté. To proto, aby stavy s vyssi energii méli mensi pravdépodobnost realizace
a byli pristupné az v okamziku, kdy méa systém vysokou teplotu.

Muzeme tedy predpokladat a pozdéji se tak i ukaze, ze

1
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kde jsem Boltzmannovu konstantu kg pridali z rozmérovych duvodu.
Normalizacni konstantu muzeme urc¢it z podminky, ze ¢astice, se musi nachazet v
néjakém stavu. Pokud provedeme scitani, pres vSechny mozné energické stavy ¢astice

dostavame
N

1
“e P =1, 3.54
; e (3.54)

Konstanta Z je dana vztahem
N
=) e fa, (3.55)
i=1

kde N predstavuje po¢et moznych energickych stavi. V ptipadé, ze N — oo je suma
nahrazena integralem, ale logika ivahy je stejna.

Velicina Z se diky své definici nazyva particni suma, nebo obecnéji particni
funkce (¢esky bychom ftekli - rozdélovaci fada resp. funkce). Ukazuje se byt velmi
dulezitou a uzitetnou. V principu je jeji dileZitost jasné, nebot k tomu, abychom byli
schopni ji ¢iselné vyjadrit, potfebujeme znat vsechny mozné energické stavy systému.
Zpétné muzeme tvrdit, ze ze znalosti particni sumy jsem schopni odvodit vSechny
pravdépodobnosti jednotlivych stavu.

Rovnice (3.52) se nazyva Boltzmanova pravdépodobnostni distribuce a jednotlivé
exponenty se nazyvaji Boltzmanovy ¢leny.

Obrazek nékolika kiivek pro nékolik teplot.

Tyto uvahy muzeme zobecnit pro cely systém. Pravdépodobnost, Ze systém na-
lezneme ve stavu ¢ definovanym energickymi stavy jednotlivych ¢astic je

P(E;) = 1 -em0. (3.56)
Z
V tomto ptipadé, se Z nazyva particni funkce kanonického souboru.

Narazime na pojem souboru. Jelikoz délame statistiku je nutné si predstavit abs-
traktni mnozinu vsech moznych systému a nad tou délat jednotlivé pravdépodobnosti.

Priklad 1): Dokonaly krystal o velmi nizké teploté.V tomto piipadeé je

7 ~ e PE0. (3.57)

a tedy jediny stav, ktery je pro systém dosazitelny je stav zédkladni Ej .

Priklad 2): Miizkova aproximace: Mozné polohy atomu nahradime mfizkou. Ki-
netické stavy predpokladame stejné.

Obrazek!

Objem systému V ~ 1 m?, zatim co objem jednotlivych bunék mi{zky je v fadech
velikosti atomtt v ~ 10730 m?.

Partiéni funkce pro jeden atom je pfiblizné rovna z = 103 . Parti¢ni funkce pro
cely systém obsahujici jeden mol ¢dstic (N ~ 10%) je

) 1023

Z = (10% (3.58)
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Toto obrovské ¢&islo jsem ponékud nadhodnotili, nebot jsme nezapocitali, Ze uvazujeme,
nerozlisitelné céstice. Tedy:
Z =—, (3.59)

Stirlingova approximace?
Suma pres energické hladiny vyzaduje opravu na degenerace:

N
z = Z e P = Zgie_ﬁe"' : (3.60)
=1 €;

3.3.1 7 = thermodynamické velic¢iny

Vnitini energie U je ddna stiedni hodnotou energie:

U=<E>=Y EpE)=)Y_ - e PE: (3.61)

i

1 /07
=7 (5).. (362

Vidime, ze ptirozené proménné k feseni tohoto problému jsou 7" a V. Ktery po-
tencial je k tomu nevhodnéjsi?

Voln4 energie F(T,V,N).

Definice F'=U — T'S z toho dostavame:

Tedy

dF = —pdV — SdT + udN . (3.63)

A tedy:
F
5= (3_) (3.64)
o)y
A tedy:
F
U=FT,V,N)-T or : (3.65)
T ) vy

Pravou stranu muzeme napsat jako:

A (8<F/T))VN' (3.66)

T2\ 9T

7 vyjadreni pro U dostavame

B, R, e
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3.4 Princip maximalni entropie

Teorii pravdépodobnosti a stéstim pii hie se lidé zabyvali odnepameéti, jiz ve starém
zékoné a zapiscich Hérodotovych. V téchto prastarych dilech literatury nachézime
spolecné téma - moudrost téch jenz pocitaji se vSsemi moznostmi. Matematika se do
téchto idef avsak dostava az mnohem pozdéji v dilech Gerolamo Cardana a korespon-
denci mezi Pascalem a Fermatem.

Jiz v téchto ranych dilech muzeme nalézt zarodky principu maximalni entropie
v tom, ze k provedeni i téch nejzakladnéjsich pravdépodobnostnich vypocéti, je vzdy
nutno apriori ur¢it pravdépodobnosti elementdrnich déju. Prikladem muze byt hazeni
minci.

Jacob Bernoulli (1713) pojmenoval tento prvotni akt prifazovéni elementarnich
pravdépodobnosti jako princip nedostatecného rozumu (principle of indifference),
ktery muzeme shrnout tak, ze pokud nejsme rozumové schopni rozhodnout, ktery z
dvou stavt je pravdépodobnéjsi, musime témto stavum priradit stejnou pravdépodobnost.
Princip je tedy odrazem nasi znalosti systému. Logickym vyusténim tohoto principu
je frekvenéni pritazovani pravdépodobnosti elementdrnich jevu.

Jiz autor samotny si uvédomoval, ze princip a frekvenc¢ni prirazovani pravdépodobnosti
je velmi téZké pouZit mimo teorii her, nebot jak sam podotyka, tyto hry byly peclivé
vyrobeny tak, aby celkové mnozstvi dosazitelnych stavu bylo znamo a aby elementarni
stavy méli stejnou pravdépodobnost (kostky, mince). Jacob Bernoulli jsi vsak uvédomil,
ze ackoliv je v praxi velmi tézké princip pouzit, je mozné odhadnout pravdépodobnosti
na zékladé pozorovani velkého mnozstvi experimenti. Toto se dnes nazyva zdkon
velkych cisel.

Tyto uvahy vedli postupné k Moivrevové—Laplaceové vété, kterd zobecnéna se dnes
nazyva centrdlni limitni véta.

Tyto véty jsou velmi vyznamné v teorii pravdépodobnosti, avsak velmi silné zavisi
na predpokladu nezavislosti jednotlivych pokusu. Jakéakoliv korelace mezi dvéma po-
kusy narusi jejich pouzitelnost.

Boltzmann:

N!
W(N,) = ————. 3.68
SO AT AR (3.68)
S celkovou energif
E =Y NpE (3.69)
k=1

a celkovym poctem castic

N = Ny . (3.70)
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3.4.1 Postulat o stejné apriorni pravdépodobnosti

3.4.2 Boltzmannova myslenka

Minulou hodinu jsme naznacili princip maximalni entropie. Jak uz jsem naznacoval,
tento princip je po vzoru Uroborose zakousnuty do vlastniho ocasu, sam do sebe. K
jeho odvozeni, pomoci velice prosté myslenky pochéazejici od samotného Boltzmanna,
je nutné pouzit princip samotny. Je to proto, ze k definovani statistické entropie,
dané vztahem

S=—k Zpk Inpy , (3.71)

k=1

kde py je pravdépodobnost nalezeni Castice (systému) v k—tém stavu, jsme pouzili
postuldt o stejné apriorni pravdépodobnosti, ktery nas uci, ze v termodynamické rov-
novaze ma libovolny stav stejnou pravdépodobnost. Tento postulat vSsak muzeme
povazovat za piimy dusledek principu maximalni entropie.

Postulat o stejné apriorni pravdépodobnosti 1ze zpétné preformulovat pomoci prin-
cipu maximalni entropie takto: V piipadé absolutni neznalosti systému, predpoklddame
konstantni (normovanou) distribuci pravdépodobnosti jednotlivych stavi.

Piikladem je dokonala hraci kostka o které vime pouze to, ze muze nabyvat 6-ti
ruznych stavi. Rozdéleni pravdépodobnosti jednotlivych stavi kostky je tim padem
konstanta 1/6. Redlnd kostka je vsak vyrobend z néjakého materidlu, ktery diky
své nedokonalosti, at uz pifmésové, & vyrobni, vysild dalsi informace. Kupiikladu,
muzeme si udélat statistiku a z milionu hodu zjistit stfedni hodnotu hodu takové
realné kostky. Pokud by naméfend hodnota byla pfesné (v ramci chyby méteni) 3.5,
nedostali bychom zadnou novou informaci. Avsak pokud se tato hodna lisi, muzeme
tento fakt pouzit a zjistit presnéjsi rozdéleni hodu kostky. Princip maximalni entropie
pak 1ika, ze distribuce pravdépodobnosti jednotlivych stavu je takova, aby se entropie
dand vyrazem (3.71) maximalizovala, pticemz podminky kladené do Lagrangeovych
multiplikaitoru predstavuji informace, které o systému mame.

V pripadé hraci kostky jejiz prumérny hod je 4.5 na rozdil od idedalni, férové kostky
s 3.5, dostavame distribuci [Where do we stand on maximum entropy, E. T. Janes,
1978.]:

{p1,...,p6} = (0.05435,0.07877,0.11416, 0.16545, 0.23977, 0.34749) , (3.72)
namisto obvyklych
{p1,---,P6}idear = (0.16666,0.16666, 0.16666, 0.16666, 0.16666, 0.16666) .  (3.73)

Entropie distribuce realné kostky je S = 1.61358 k zatimco Sigeas = kIn6 =
1.79176 k. (Pokud zahodime Boltzmannovu konstantu je vysledek dan v bitech.)
Doslo tedy k mirnému poklesu entropie systému! To proto, ze jsem z néj extraho-
vali informaci navic. Muzeme tedy postoupit k informacni definici entropie:
Entropie je mira skryté informace.
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Poznl: K odvozeni vztahu (3.71) jsme vyuzili Langrangeho multiplikdtory a Sti-
rlingovu aproximaci:

InN!l~NInN—-N pro N — . (3.74)

Ptipomenme si, co technicky znamena asymptoticka relace:
f(x)~g(x) pro z—zo = lim-—==1. (3.75)

Pozn2: Princip maximéalni entropie demonstrovany v predchozim prikladé, prirozené
vede na otazku jiz se zabyva tzv. momentovy problém: Je mozné, ze znalosti vSech mo-
mentu daného rozdéleni, jednoznacné zkonstruovat toto rozdéleni? Jedna se o dosud
otevieny problém, kterym se zabyval i Stieltjes.

Mikroskopicka cesta k termodynamice:

Boltzmanova pravdépodobnostni distribuce: Uvazujme systém o kterém vime pouze
to, ze pocet Castic je konstanta N a stfedni energie Castic je konstanta E. Zde se tise
uvazuje, ze systém je v termodynamické rovnovéze se svym okolim (termostatem) se
kterym si nemuze vyménovat Castice, ale pouze energii.

7 principu maximalni entropie plyne:

pr = ae B (3.76)

kde E} je energie k—tého stavu, ve kterém se nachazi N, = Npy ¢astic. Toto rozdéleni
se da odvodit cisté na zakladé statistickych predstav. Z Liouvillova teorému vime, ze
hustota pravdépodobnosti p ¢i pravdépodobnost k—tého stavu p; je pouze funkci
energie systému F. Avsak pri skladani na sobé nezavislych systému vyuzivame toho
ze pravdépodobnosti jsou multiplikativni, avSak energie aditivni. Pravdépodobnost,
ze jeden nezavisly systém nalezneme ve stavu k a druhy nezavisly systém nalezneme
ve stavu £ je:

pre(Ey + Ee) = pr(Ex)pe(Ey) - (3.77)

Nyni se vSak bavim, o stejnych nezavislych systémech. Musi byt tedy popsany stejnou
funkei. Avsak pouze jedina funkce, ma tyto vlastnosti: exponenciéla (3.76).

Ve fyzikalnich dvahach se da pokracovat a oduvodnit, ze § = 1/kT. Poté se da na
zékladé prvniho zdkona opét odvodit entropie ve tvaru (3.71). Postup lze i obratit.

Velké mnozstvi takovychto systému tvori tzv. Kanonicky soubor.

7 normovaci podminky odvodime vyznam konstanty .

_ 1
Ek:pk = zk:ae BB — 1 = o = —Zk T (3.78)

Proto se tato konstanta nazyva particni suma a znaci se symbolem 1/z . Ke zna-
losti hodnoty particni sumy je potfeba znat celou distribuci. Tato tvaha se dé otocit
a Tict, ze pokud budeme znat partiéni sumu, méli bychom byt schopni odvodit celou
distribuci.
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Jako ptiklad si odvodime vyznam konstanty .
Uvazujme stfedni hodnotu energie systému:

(E)y=U=> pbx. (3.79)

Energické hladiny v tomto prikladé budou ovlivnény vnéjsimi parametry systému. V
nejjednodussim piipadé je to pouze objem V. Rovnici (3.79) podrobime diferenciélu,
abychom ji mohli porovnat s prvnim zakonem.

OF
dU = dEpe+ Y Epdpy, = (a—v’“) dVpe+ Y Eydpy . (3.80)
k k k k

Parcidlni derivace energie vzhledem k objemu jsou parcidlni tlaky — P, a energii
v druhém vztahu nahradime pravdépodobnosti:

1
AU == Ppdv =" %dpk . (3.81)
k k

Vyuzijeme toho, ze

D dpe=d(1)=0 (3.82)
k
a prescitame pres parcialni tlaky a dostaneme:
1
dU = —pdV — 5 > Inprdpy. . (3.83)
k
Posledni vyraz upravime pomoci Leibnizova vztahu na

1
dU = —pdV — dek:pk Inpg . (3.84)

Porovnanim s prvnim zakonem a definici entropie vidime, ze 8 = 1/kT .
Ze znalosti particni sumy muzeme pak odvodit stfedni energii.

=) e Pk (3.85)
k

Tedy
(g—;) == Epe P, (3.86)
k

V,N

1 /0z JOlnz
(B) = — (%) o kT2 ( o )V’N (3.87)

7 toho plyne
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Tento vyraz napovida, kterd z termodynamickych velicin bude nejptrirozenéjsi k
uziti. a sice proto, ze stfedni energie je v tomto ptripadé vyjadiena pomoci T,V a N.
Avsak pro volnou energie F' = U — T'S jsou tyto veli¢iny ty nejptirozenéjsi.

7 definice entropie a Boltzmannovy faktoru dostavame:

U

1 1
S=-kY plnpr=-k> p (111;—5@) = —kln— + . (3.88)
k

Odtud vidime, ze
F=—-kThz. (3.89)

Z volné energie pak spocitam cokoliv chci.

Vratme se zpatky k primarnimu tkolu statistické mechaniky a udélejme si velmi
jednoduchy, ale ilustra¢ni priklad.

Spoc¢téme znovu zménu entropie plynu, ktery se rozpina do vakua. Tentokréate
vyuzijeme atomovych predstav a tzv. mrizkovou aproximaci.

Obréazek:

Celkovy objem V ~ 1 m, specificky objem v ~ 107%° m. Energie v kazdé buiice
miizky je stejnd. Z toho plyne, ze kazdy Boltzmannuv faktor ptrispiva stejnou hodno-
tou. Bez tjmy na obecnosti si muzeme stanovit, ze energie je £ = 0 a Boltzmannuv
faktor pak ptispiva jednickou. Particni suma z je pak piimo rovna poc¢tu dosazitelnych
stavii pro dané ¢astice. Prvni ¢dstice ma 1030 moznosti, kam se umistit. Vzhledem
k obvyklému poétu éastic v plynu N ~ 10%* muzeme odhadnout, Ze celkovy pocet
systému v souboru je

2= (10°)"" (3.90)

Tento pocet stavii jsme mirné nadhodnotili nebot klasické édstice jsou rozlisitelné.

24
Tedy pravdépodobnost nalezeni systému v néjakém stavu je pr, = 1/z. Entropie dané
konfigurace je
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1.1
= -k —-In-=kInz. .92
S g ~ln- nz (3.92)
Zména entropie pak je dana jako
AS=klnz —klnz =kln2. (3.93)
<1

3.4.3 Idealni plyn v kanonickém souboru

Pro vypocet partiéni funkce idedlniho plynu je vyhodnéjsi pfejit na spojitou in-
terpretaci pravdépodobnosti. V nejjednodussim piipadé si pod pojmem idedlni pln
predstavujeme kolekci dokonale tvrdych, zanedbatelné malych kulicek, které spolu
navzajem neinteraguji. Energie takového systému kulicek je ddna pouze jeji kinetic-
kou casti:

E=>)" Pi . (3.94)

Potom parti¢ni funkce je

N 9 3N, 3N
B _8E B p; | &'pdVx
z= [ e dl’ = /ex — | — 3.95
/ p [ B £ 2m] (27Th>3N ( )

3.5 Velky kanonicky soubor

Téz byva nazyvan grandkanonicky soubor. Jednd se o kanonicky soubor, ktery je
schopen si s rezervoarem vymeénovat i nerozlisitelné céstice. Jde tedy od nadsoubor
jehoz prvky jsou kanonické soubory s danym poctech castic N1, Ny . ... Zde indexy
rozlisuji jak ruzné druhy castic tak i razné faze a pod.

Pii odvozovéani pravdépodobnosti py n, Ze ndhodné vybrany ¢len souboru ma ener-
gii Fj a pocet ¢astic N vyjdeme z principu maximdlni entropie. Je to vyhodnéjsi,
nebot v pifpadé velkého kanonického souboru neni mozné piifadit jeden fazovy pro-
stor pro vsechny jeho ¢leny, nebot ty maji obecné jiny poéet ¢éstic a tedy jiny pocet
stupnu volnosti.

Opét budeme maximalizovat entropii (3.71) s vazanymi podminkami

S = 1, (3.96)
k,N
> EBiprn =
k,N

Z Npk:,N =
kN

\.tijl

(3.97)

2 |

(3.98)
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Opét vyuzijeme metody Lagrangeovych multiplikatoru. Vyslednd pravdépodobnost
je tvaru:

1
pry = e M, (3.99)

kde p je Lagrangeuv multiplikdtor, jehoz fyzikalni vyznam je chemicky potencidl a
grandkanonickd particni funkce je dana

Z =Y e MEnl), (3.100)
k,N

Zcela analogicky muzeme tento postup rozsitit na systémy o vice druhu ¢astic.

1
Pk,Ny,Na,... = Ze_ﬁ(EkNlM_MlNl_MQN}”) ) (3101)

a také

QO =—kTInZ, (3.102)

kde Q2 = F' — G je rozdil mezi volnou energii a Gibbsovym potencidlem a obvykle se
nazyva Velky kanonicky potencial.

3.5.1 Dvou atomovy plyn

Uvazujme dvouatomovou molekulu plynu. Velmi jednoduchy model molekuly, ktery
muzeme vytvorit, je predstava dvou dokonale pruznych kulicek o hmotnostech m; a
msg spojenych pruzinou. Takto vytvorena molekula mé jak translacni stupné volnosti
vibraé¢ni.

Budeme predpokladat, ze particni funkce téchto pohybu, lze plné separovat:

Zl - Ztran Zrot Zvib . (3103)

Rotace

Takto modelovdna molekula muze rotovat obecné podél trech na sobé navzajem
kolmych os. Kolem osy symetrie, prochazejici sttedem pomyslnych kulicek a pruziny
a kolem dvou os, které budou na tuto osu symetrie kolmé. Piispévek z rotace kolem
osy symetrie se vétsinou neuvazuje nebof je zanedbatelny v porovnani s rotacemi
kolmo na osu symetrie.

Lagrangian

Lot = %I (92 + sin? 9@32> .
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Zobecnéné hybnosti jsou:

aLrot A aL]rot 2
=—=10, = —— = [sin“d
o=~ Po=— 5 ¢
Takze Hamiltonian je:
2 2
. . pe qu
Hro =0 - Lro = 7 ~ . 95 -
i Po + 0P Y * 21 sin? 0
Takze:
1 2IET
Zrot = — | exp (=L H,ot) dddoddpedpy = )
‘= nhy / D (=B Hror) dfddpodpy = —

Takze stfedni hodnota rotaéni energie je (Eyot) = kT .
Spolu s translacni energii dostavame stfedni energii presné podle ekviparticniho
teorému: mame 3 stupné volnosti translacniho pohybu a 2 stupné volnosti pro rotaci:

1
(Brot) =5 % ST

Vibrace

vvvvvv

vibra¢ni mody (napf. ohybani pruziny) opét zanedbdvéame, jako energicky nepod-
statné.
Hamiltonian pro vibrace je pak jednoduse harmonicky oscilator

2

Hyp = =% + —mw?a?.
PTom T2

Takze ekviparti¢ni funkce je

1

Zvi = T L
b orh

kT
exp (= Hyip,) dadp, = T
Takze sttedni hodnota energie je
<Evib> — kT .

I zde je souhlas s ekviparticnim teorémem, nebot potencidlni energie je také v
tomto pripadé povazovana za stupen volnosti.
Takze celkoveé: .

<Evib> — §k'T .

Tedy kapacita na jednu molekulu vychéazi:

7
CV:§]€
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Obrazek 3.1: Idealizovany model chovani molérni tepelné kapacity pti stalém objemu
jednoho molu molekul Hs.

Vysledek vsak nesouhlasi ani s nejjednodussi molekulou H,. Proc?

Vysvétleni je mozné spatfit na obrazku 3.1. Zde vidime, ze stupné volnosti se se
vzrustajici teplotou dalo by se Tici zapinaji. Nejsou tedy dostupné pro vSechny teploty
a tedy pro vSechny energie. Zde vidime, ze kvantové jevy hraji svou roli. Pfi velmi
nizkych teplotdch nedosahuji narazy molekul dostateénych energif, aby excitovaly byt
jedno jediné kvantum rotacnich a vibra¢nich stupnu volnosti. Molekula se tedy chova
jako rigidni ¢inka, ktera nerotuje a nevibruje, ale pouze se piimocate pohybuje, dokud
nedojde k dalsi srazce. Teprve pti vyssich teplotach se zacnou rotac¢ni stupné volnosti
otevirat. Pro velmi vysoké teploty (cca 2000 K) je kapacita molekuly vodiku rovna
7/2R. Tento piiklad demonstruje, ze kvantové efekty nemusi byt vzdy patrné pouze
za nizkych teplot a energii.

3.5.2 Interakce

Doposud jsme hovotili pouze o volnych systémech. Nyni zapneme interakce. Ty
vétsinou zpusobi, ze se slozitost probiraného tématu rychle dostane mimo kontrolu.
Proto zacneme velice pozvolna a uvedeme si zdkladni aproximacni techniky, které
nam dopomohou k zvladnuti problému.
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Lennard-Jones
Hardcore model - - - -

U(r)

r

Obrazek 3.2: Piiklady dvou ¢asto uvazovanych potencialu pro interakci mezi moleku-
lami.

Vratme se opét k jednoatomovému plynu. Rovnice idedlniho plynu je piesnym
feSenim, pokud muzeme ignorovat interakce. Jedna se tedy o dobrou aproximaci,
pokud je redlny plny dostateéné tidky. Velicina N/V je v jistém smyslu mald a muze
slouzit jako porucha pro rozvoj rovnice idealniho plynu. Tento postup se nazyva
Virialovym rozvojem:

N N? N3
= T+ BoT) 5 + Bo(D) 5
kde funkce B;(T') jsou zndmy jako viridlové koeficienty.

Nagim cilem bude vypocitat viridlové koeficienty z prvnich principu a ze znalosti
potencidlni energie U mezi dvéma neutralnimi atomy. Mezi hlavni komponenty, které
by se méli v potencialu promitnout jsou:

(3.104)

e Pritazlivé van der Waalsovy sily z vyménné interakce.
e Odpudivé sily z Pauliho vylucovaciho principu.

Jeden z pomérné béznych potencialu, ktery se pouziva k modelovani interakei
mezi neutralnimi atomy je Lennarduv-Jonesiv potencial:

Ur) = Uy {(Q)u —2 (T—Oﬂ . (3.105)

r r
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Dalsi velmi jednoduchy model je model tvrdého jaderného odpuzovdini (hardcore
repulsion), kde je ¢asticim zakazano existovat v blizkosti jadra:

o0, r <1y
= ; 1
U(r) { () o (3.106)

Piiklady téchto potencialu jsou vyobrazeny na Obr. 3.2.

Mayerova f-funkce
Hamiltonidl pro uvazovany plyn je:
2

H= Z me +5 U (ry), (3.107)

1<j

kde r;; = |1; — 7| je vzdélenost mezi polohami ¢éstic i a j. Zde se pfirozené neuvazuje
jakakoliv vektorova zavislost poloh v potencialu, ackoliv striktné feceno, je to také
zjednodusujici predpoklad. Omezeni i < j zajistuje, ze pies jednotlivé dvojice ¢éstic
s¢itame pouze jednou. Zde také vidime tichy predpoklad, a sice ze zanedbavame
jakékoliv interakce vznikajici mezi vice ¢dsticemi najednou (odchylky od principu
superpozice).

Particni funkce je tvofena dvéma prispévky. Ptispévek pochézejici od hybnosti
jednotlivych ¢astic p; jsme jiz pocitali. Zbyva zapocitat ptispévek z potencialnich
energii.

N
1 a5 5
Z = Nraw /e A<k Ulrin) H dr? (3.108)
kde A je tzv. tepelnd de Broglieova vinova délka, kterd predstavuje hybnostni prispévek
pro jednu ¢astici v jednom sméru a je dana vztahem:

orh2
A= \/njkT . (3.100)

Nyni musime spocitat integral pres polohy, ktery neni trivialni. Co s tim?

Tayloruv rozvoj kolem r;; = 0 nenf vhodny néstroj, nebot pro malé hodnoty r;;
jde potencial do nekonec¢na. Tayloruv rozvoj by se musel udélat v minimu potenciélu,
které vsak neni jednoduché najit.

Misto toho se zavadi tzv. Mayerova f-funkce

F(r) = e PV _ 1 (3.110)

Tohle je mnohem lepsi parametr pro poruchovy rozvoj, nebot pro malé hodnoty
r jde do -1, zatimco pro velké hodnoty jde do 0.
Oznacme

fiy = f(ry) (3.111)
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a zapiSme parti¢ni funkci, bez konstanty pred integralem do tvaru:

A /H(1+fjk)Hd3ri

j<k i=1

N
= /<1+ijk+ Z fjkfgm-i‘--.) Hd3ri. (3.112)

i<k j<k,f<m

Prvn{ ¢len ndm ddva objem V za kazdou éastici, tedy dostavame V. V druhém
¢lenu prehodime sumu za integrél, ktery pro kazdy clen vypada stejné a sice:

N
/le HdSTZ‘ = VN_Q/d?’T‘ldSTQf(Tlg) = VN_l/f(’l“)dgT, (3113)
=1

kde v poslednim kroku, jsme udélali jednoduchou zménu soutradnic z 71 a r3 do

(ri+r3), 7=71—15. (3.114)

Jakobian této transformace je az na mozné znaminko 1. Funkce f nezavisi na R.
Odtud vidime zisk dalstho objemu V. Tato transformace méni netrivialnim zptisobem
meze integrovani. Avsak jelikoz nejvétsi prispévky prichazeji z bezprostiredni blizkosti
atomu da se tato zavislost zjednodusit.

Takovychto integralu zde mame N(N — 1)/2. Vzhledem k velikosti N muzeme
jednicku bezpecné zanedbat. Dostavame tedy:

vy N? N "
7z = Nl—)\SN (1 + W/f('f‘)dgT + .. ) = Zideal (1 + W/f(T)d?’r) ) (3]‘15)

kde jsme vyuzili tvaru partiéni funkce pro idedlni plyn. Také jsme udélali jeden ob-
vykly, ale tézko formalné obhajitelny trik, kdy jsme jedno N presunuli do exponentu.

3.5.3 Van der Waalsova stavova rovnice

Volna energie vypocétena z partiéni funkce ve tvaru 3.115 je tvaru

F=—-kTInZ = Fq— NkTl (1 + %/f(r)dg’r) . (3.116)

Vyuzitim aproximace In(1 4 z) ~ x pro x — 0 dostdvame pro tlak stavovou rovnici Johannes

Diderik van der
oF B NkT

7 _ ﬁ 3 Waals
P="9v = v (1 QV/f(r)d T) (3.117) (1837-1923)
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Nyni pouzijeme potencidl modelu tvrdého odpuzovani a dostavame

/f(r) d3r = /OTO(—l) &Br + /OO (e*BUo(TTO)G - 1) &r . (3.118)

T0

Nyni aproximujeme druhy integral pomoci limity vysokych teplot fUy < 1, kde
0 \6 6
o) L 1 4 BU, (@) . B0, (3.119)
r

V tomto bodé je dobré se na okamzik zastavit a podotknout, Ze nyni jsme v situaci,
kdy pouzivdme jedinou informaci ohledné naseho neznamého potencidlu U(r), a sice
jeho druhy moment. V nagem pifpadé, je tento fakt o¢ividny, nebot hleddme:

27‘(‘/5(](7‘) dr (3.120)

coz je presné druhy moment potencidlu. Obecné, pokud bychom chtéli védét jaké
momenty néjaké funkce pouzivame, muzeme pouzit rozvoj do momentu pomoci delta
funkef:

= apd®(r), (3.121)
k=0

kde se da snadno ukéazat z vlastnosti delta funkci, ze

Tk
ap, = /(—1)’“HU(7~) dr (3.122)

jsou (az na obc¢asné znaminko) momenty funkce U(r). Toto je také vysvétleni ne-
zvyklé zdvislosti potencidlu U(r) ~ 1/r%. Jedna se totiz o nejmensi moznou zavislost,
kterd nam dovoli konvergujici druhy moment.

Vratime-li se k nasemu prikladu dostavame:

/f(r) dr = —4r / r2 47TU0/r°d - 47% (g—jo, - 1) . (3.123)
0

Vlozenim do stavové rovnice dostavame:

1% N2 N\
ET = N (p+ aﬁ) (1 + bv> : (3.124)
ke 23U, 27y
a= % . b= 7;7"0 (3.125)

Jelikoz délame expanzi v ¢lenech N/V je vyhodné posledni zavorku opét rozvést
pomoci Taylorova rozvoje a ponechat si jen prvni dva cleny:

kT = (p + ]‘\/[—ja) (% - b) . (3.126)
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Toto je slavna van der Waalsova stavova rovnice, pouzitelna pro fidky plyn za vy-
sokych teplot.

Konstanta a obsahuje ¢len Uy a tedy reflektuje interakci mezi casticemi. Zde je
tato interakce redukovana na zmeénu tlaku a zavisi na hustoté poctu ¢astic na druhou,
nebot v interakei hrajf roli vzdy dvé ¢astice. Konstanta b obsahuje pouze konstantu
ro a proto predstavuje objem samotnych molekul, které efektivné zmensuji povoleny
prostor pro své sousedy.

Provedli jsme vypocet van der Waalsovi stavové rovnice pro model tvrdého odpu-
zovani. Zdanlivé bychom vsak mohli pouzit jinych modelu pro potencidl a vypocist
celou fadu zajimavych stavovych rovnic. Ma to vSak i sva omezeni. Dalekosahlé po-
tencialy typu: .

~ o (3.127)
budou davat konvergentni integrdl pouze v pripadé x > 3, kde x nemusi byt striktné
fec¢eno celé ¢islo. Tento problém ma predevsim velmi dulezity Coulombouvsky potencial,

ktery klesa jako ~ 1/r.

3.5.4 Klastrovy rozvoj

V této ¢asti si naznacime jakym zpusobem by se odvodil cely viridlovy rozvoj. Vratme
se zpét k

7 = /H(Hfjk) I &

i<k i=

N
= /(H—Zf;’zﬁ* > fjkfém‘f'--') [ (3.128)

j<k j<k<m

V predchozich uvahach jsme ukézali, ze druhy clen viridlova rozvoje By souvisi s
linedarnim c¢lenem vzhledem k f. Mohli bychom se domnivat, ze quadraticky clen déa
vzniknout dalsimu virialovému koeficientu, ale ukazuje se, ze tento rozvoj je ponékud

Rozvoj (3.128) obsahuje ¢leny typu fijfie..., kde indexy oznacuji jednotlivé
atomy. Tyto dvojice mohou mit spolecné indexy, ale s nejvétsi pravdépodobnosti
nemaji. Je vSak dulezité miti na pameéti, ze zddné hodnoty indext v dvojici f;; se
neopakuje, coz lze nejlépe vidét v prvnim radku rozvoje (3.128). K zorientovani ve
vSech ¢lenech sumy pouzijeme metody teorie grafu a ukdzeme si grafickou metodu,
kterd je k tomuto ucelu vhodna. Ke kazdému ¢lenu typu fi; fie . . . , prifadime obrézek,
podle nésledujicich pravidel:

e Pro kazdy atom nakresli tecku (ponékud zdlouhavé pro N ~ 10%).

e Nakresli ¢aru mezi kazdym parem atom, pro uvazovany clen fi;fre. .. ..
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3 4 3

‘. ° 3 4 3 4. E 4.
fi2 = . fiafa = . fiafos = z . fiafasfiz = IL (3.129)
1 2 1 2 1 2 1 2

Takovéto objekty se nazyvaji grafy. Kazdy mozny graf se v klastrovém rozvoji
objevi pravé jednou. Jinymi slovy, particni funkce je suma integralu pres vSechny
mozné grafy G. Oznacme si hodnotu integrélu pred dany graf symbolem WG], pak
partiéni suma, je:

Z' =Y _Wid]. (3.130)

Pro tidké plyny bude platit, ze drtiva vétsina grafi bude obsahovat ¢arou nespo-
jené casti. Naptiklad ty grafy, které koresponduji s f;; budou mit spojené pouze dva
atomy (7, 7) a zbytek N —2 atomu bude rozpojenych. Ty grafy korespondujici dvéma
f funkeim (f;; fre) budou mit bud’ dvé dvojice spojenych atomt, jako napiiklad druhy
graf v pfipadé N = 4 a nebo jednu trojici spojenych atomu, jako je napiiklad tieti
graf v prikladu s N = 4 atomy.

Dulezité je si uvédomit, ze integral pres rozpojené c¢asti grafu se faktorizuje.

W 1 52 I = (/ f12f23 d37’1d37’2d37’3> (/ f45 d37’4d37’5) . (3131)

Céstem grafu, které jsou navzdjem rozpojené fikdme klastry. Klastr ktery obsahuje
¢ atomu nazyvame {—klastr. V predchozim ptipadé, jsem uvazovali, ze plyn ma N = 5
atomt, a jeden z moznych grafii se rozpadl na jeden 3-klastr a jeden 2-klastr. Obecné
se kazdy graf musi rozpadnout na m, —klastrii, nebot musi platit:

> ml =N (3.132)

V predchozim pripadé to dopadlo néasledovné:

5
> ml=0x14+1x2+1x3+0x4+0x5=5. (3.133)
/=1

Pocatecni grafy v rozvoji, s malym poctem car, budou prevazné rozlozené na
1-klastry.

Hlavni myslenka klastrového rozvoje spociva v tom, Ze rozvoje nebudeme délat
podle mocnin funkce f, které odpovidaji poctu ¢ar v grafu, ale podle poc¢tu atomu
v klastru. Jinymi slovy, budeme rozvoj délat pomoci {—Kklastru takovym zpusobem,
aby ¢ + 1 klastry byly méné dilezité.
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Abychom vidéli jak to funguje, podivejme se prvné na piiklad 3—klastriu. Existuji

pravé 4 3—klastry:
3 3 3 3
1 E 1 { ) /\ A (3.134)

Kazdy z téchto 3-klastru se objevi v ruznych kombinacich s ostatnimi klastry ve
zbylych N —3 atomi. Ale protoze klastry se v integralu faktorizuji, vime, ze klastrovy
rozvoj bude obsahovat ¢len typu:

U?’E/(l.i + 122 + 1A + 1&) EridProdsrs (3.135)

ktery obsahuje cleny f2 a f3. Ukazuje se, Ze tento zptisob rozvoje je mnohem vyhodnéjsi.
Nerozvijime podle mocnin f, ale podle poctu atomu v klastru. Partiéni funkce bude
dale obsahovat cleny korespondujici s /—klastry. Definujme ostatni integraly:

£
U E/ > o G (3.136)

Ge{Vl—klastry} i=1

U, je integrélem pres prostor, U; = V. Parti¢ni funkce se pak rozpadne na cleny
tvorené z produktu U,.

Z =UN +cUN2Uy + cUN U 4 -+ cUNTUSU, + .. (3.137)

Problém je jen pfesné zjistit konstanty c, tedy kolikrat se dany clen v produktu
zopakuje. Jedna se o kombinatoricky problém, jehoz feseni je:

NI
— (3.138)

I

Jmenovatel pedstavuje pocet permutaci mezi N ¢dsticemi. Citatel pak pocet variac
mezi ¢asticemi v klastrech. Navic je tfeba si uvédomit, ze pokud je m, > 1 mame,
muzeme dané klastry permutovat i mezi sebou, nebot maji stejny pocet atomi a jsou
proto navzajem nerozlisitelné. Celkové pak dostavame:

Z = EG: wiG =N ] (m;me %: (3.139)

{me} €

kde suma pres {m,} znamend soucet pies vSechny mozné m, a symbol produktu
jsme v tomto pifpadé mohli zvednout na fddek, nebot vsechny ¢leny v produktu maji
index /.

Udélejme par prikladu, abychom se ujistili, Ze je vSe jasné.
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e N =4 my =2 - Neboli, 4 astice rozdélujeme na dva 2-klastry. Odpovéd by v
tomto pifpadé méla byt oc¢ividné 3 nebot:

:: I ] X (3.140)

Kazdy z téchto ¢lent prispivd jako UZ a podle naseho vzorecku jich je:

4 24
(20220 4.2

3. (3.141)

e N=5mg=1my=1
Hleddame pocet ¢lentt UsU; které jsou definovany integralem:

3 3 3

U?,UQ:/(IA 1+ /. 1+ A 1T+ A j) dry .. dPrs.

Jelikoz pocet 3-klastru je 4 a pocet 2-klastru jen jeden, je (3,2)-klasti také prave
4. Kolik se vsak vyskytuje riznych variaci mezi 5-ti atomy?

Pocet je zjevné dan vybérem téch dvou atomu, které se nachazeji v 2-klastru,
nebot zbylé 3 atomy se nutné musi nachdzet v néjakém ze ctyi 3-klastri. Prvni
atom ma prave b moznosti, druhy pak 4 a diky jejich zaménitelnosti jesté délime
dvéma. Tedy pocet téchto variaci by mél byt ¢islo 10. Dle naseho vzorce vychazi:

5! 120

Celkova particni suma i s konstantami je tedy:

1 U

{me} £

Vzorecek jiz vypadd lépe, ale jesté pofad je prakticky nepouzitelny nebot stale
musime slozité resit, na jaké klastry se nam rozpada mnozina N atomu. Jinymi slovy
musime dodrzovat podminku (3.132). Kdybychom se nemuseli omezovat pouze na
ty kombinace klastri na které se graf rozpada, mohli bychom sumu prosté secist
pies vSechny moznosti. Nastésti, toto je mozné udélat, nebot ve velkém kanonickém
souboru se s¢ita pres vSechny pocty castic.

Velky kanonicky soubor je s kanonickym ve vztahu:

Z(p,V,T)=> "N Zy(V,T), (3.144)

N=1

kde e’ = f se nazyva fugacita a Zy piedstavuje kanonickou partiéni sumu pro N
castic. Jelikoz v sumé uvazujeme vSechny hodnoty poctu castic, u¢inime zjednoduseni.
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Nemusime nadéle uvazovat do jakych klastru se nam pattiény pocet ¢édstic rozpadne,
a prosté secteme sumu pres vSechny klastry. Dostavame:

o0 00 mel 1 U, mye oo U, ¢
Z(w V. T) =Y ] (%) —1 (E—f> =[] exp (;;Z) . (3.145)
/=1

me=0 £=1

Obvykle se definuje
RS
Vo

by (3.146)

Takze vyslednd partiéni suma je:

Z(u,V,T) = exp (% > bgff> . (3.147)

(=1

Soucet pres vsechny grafy se rovnd exponentu souctu pres vsechny klastry!
Tento fakt presahuje i do kvantové teorie pole v metodé Feynmanovych grafu.

3.6 Fazové prechody

Fazovy prechod je prudka, nespojita zména nékterych vlastnosti systému. Pojem faze
se da vnimat jako homogenni ¢ast systému. Pricemz homogenita, tedy fakt, ze tato
cast systému ma stejné vlastnosti je chapana ponékud Sirsim zpusobem. Naptiklad,
kapalnou vodu povazujeme za jednu fazi (v tomto pripadé castéji hovorime o sku-
penstvi) i kdyz se sloupec vody nachézi v gravitaénim poli a tedy nékteré vlastnosti,
jako treba hustota, jsou podminény polohou v kapaliné. Avsak zména vsSech vlast-
nosti kapaliny je v tomto piipadé spojita a proto nemluvime o vice fazich, ale o fazi
jediné. Pokud by tlak zpusobeny sloupcem vody narostl tak, ze by doslo k fazovému
prechodu a voda se zmeénila v led, néktera z termodynamickych veli¢in by poskocila
nespojitym zpusobem (v tomto piipadé pravdépodobné entropie).

V nésledujicim prozkoumame nékteré fazové prechody a vlastnosti, které jsou
vlastni vétsiné prechodu.

3.6.1 Prechod kapalina—plyn

K prozkoumani tohoto prechodu nam jako zazrakem poslouzi priklad plynu popsaném
van der Waalsovou stavovou rovnici ve tvaru

RT a
v—>b v?’

p= (3.148)
kde v = V/n je objem na jeden mol.

Zakreslime-li si v p — v diagramu nékolik izoterem, definovanych podle van der
Waalsovy stavové rovnice, nalezneme pozoruhodné chovani tohoto feseni. Pro vy-
soké hodnoty T' muzeme ve vzorci zanedbat ¢len —a/v?. Jelikoz b nemuze byt nikdy
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Obrazek 3.3: Zavislost tlaku p na molarnim objemu v pro vodu popsanou van der
Waalsovou stavovou rovnici. Van der Waalsovy konstanty maji v tomhle ptipadé
hodnoty @ = 0.5536 m® Pa/mol?,b = 0.03049 1/mol. Kritickd teplota Tj, = 647.096
K. Vyznacené body reprezentuji tii mozna reSeni. Oblast vyplnéna Sedé demonstruje
Maxwelluv postup - jeji plocha nad a pod ¢erchovanou ¢arou je stejné velka. Prvni mi-
nimum zleva se nachazi v oblastech negativniho tlaku - kterého nejsou plyny schopny,
avsak kapaliny a pevné latky ano. Cerchovand ¢éra reprezentuje ekvivalentni z4vislost
pro idealni plyn.

mensi nez v, dostdvame monoténné klesajici izotermu, ktera je velice podobna izo-
termé z idedlniho plynu (viz Obr. 3.3). Avsak, snizime-li dostatecné teplotu 7', vliv
dodatec¢ného ¢lenu se projevi a v izotermé vznikne nemonoténni chovani. Vznikne mi-
nimum a maximum, které klesani na chvili zméni na stoupani. Teplota, ktera prvni
dovoluje toto neobvyklé chovani, se nazyva kritickd. Jednd se o inflexni bod, nebot
se v ném stfetdvd minimum a maximum. Z toho plyne, Zze podminka pro kritickou
teplotu T je:

dp d*p
—=—=0. 3.149
dv  dv? ( )
Tyto dvé rovnice maji feSeni:
8a
Tk = 1
KT omn (3.150)

Pojdme podrobngji prozkoumat situaci T < Ty, (viz Obr. 3.3). Jak muzeme in-
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terpretovat fakt, ze systém muze existovat ve tfech ruznych molarnich objemech v ?

Prvné se zaméime na stredni c¢ast feseni, kde kiivka roste. Vlastnosti této c¢asti
fesen{ jsou ponékud zvlastni, nebot dp/dv > 0. To znamen4, Ze pokud sniZime objem
plynu, tfeba tim, ze aplikujeme silu na pist, ve kterém je plyn uzavien, tlak poklesne.
Plyn se nebrani, ale naopak vice ustoupi. Na druhou stranu, to ale znamena, ze
pokud plyn z néjakého duvodu zvedne svuj tlak, tfeba fluktuaci, jeho objem se zvétsi.
Tim padem se tlak opét samovolné zvedne. Dochazi tak k zjevné nestabilni situaci,
kdy plyn pod vlivem jakkoliv malé fluktuace zacne nekontrolované expandovat, nebo
naopak imploduje, dokud neopusti tuto prostitedni ¢ast feseni. Tato ¢ast TeSeni se
zjevné nevyskytuje v prirodé prilis dlouho - je nestabilni.

Leva ¢ast TeSeni je jiz stabilni a pokles tlaku se vzrustajicim objemem je velice
rapidni. Jinymi slovy, substance popsana timto feSenim je tézko stlacitelna. Musime
vynalozit velkou zménu tlaku, aby doslo k zménén hustoty. Hodnota v se zprava
pomalu blizi k hodnoté konstanty b. Z fyzikalni interpretace konstanty b vyplyva,
ze atomy jsou pomeérné blizko u sebe. V tomto bodé muzeme namitnout, ze to také
znamend, Ze dané feSeni nemtuZeme pouZit, nebot to bylo odvozeno za piedpokladu
fidkého plynu. Avsak pokud se odvazime toto reseni pouzit i zde dostaneme zajimavy
vhled do fazovych pfechodi. Nebot substanci, ktera jde tézko stlacit a ve které jsou
atomy blizko u sebe nazyvame kapalina.

Dostavame tak necekany dérek od van der Waalsovi rovnice: vhled do problema-
tiky fazovych ptrechodu.

Posledn{ ¢ast feseni (vpravo) se pak chové jako klasicky plyn, nebot v < b a
krivka neklesd prudce a tedy plyn je dobfte stlacitelny. Této ¢asti feSeni muzeme plné
duvérovat.

Pro uptesnéni jesté uvadime, ze pojem tekutina se obecné lisi od pojmu kapalina,
ackoliv byva obcas zaménovan. Jde totiz o spoleény termin pouzivany pro kapaliny a
plyny, vyznacujici jejich schopnost prizpusobovat svuj tvar podle okoli. Muzeme mezi
tekutiny zahrnout i nékteré sypké latky pevného skupenstvi.

3.6.2 Fazova rovnovaha

Nabizi se tedy zajimava interpretace van der Waalsova feseni. Levou ¢ast budeme
povazovat, za kapalnou fazi a pravou za plynou fazi stejné latky. Prostiedni ¢ast
zatim nevime jak interpretovat.

Pokud vsak pfijmeme tuto predstavu, dostavame dalsi véci k promysleni. Od-
vozeni van der Waalsovi rovnice jsme délali za predpokladu, ze hustota p je vSude
stejna. Nyni, pokud uvazujeme, Ze tato rovnice popisuje dvé mozné faze, muzeme
se zamyslet nad systémem, ktery dobfe zndme z piirody, a sice systém dvou fazi v
rovnovaze — ¢ast systému muze byt v kapalné fazi a ¢ast ve fazi plynné.

Jak se muzeme ujistit, ze je to mozné? Jen proto, ze obé faze mohou existo-
vat, znamena to, ze mohou také koexistovat? Zjevna podminka je mechanicka rov-
novaha, stejny tlak a teplota. Ale tato rovnovaha je jiz automaticky zajisténa sa-
motnou konstrukeci feSeni. Dalsi podminka plyne z toho, Ze systémy si mezi sebou
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mohou vyménovat castice. Pokud chceme zajistit rovnovahu je ziejmé, ze chemické
potencialy obou systému se musi rovnat:

Hkap. = Hplyn - (3151)

Vzhledem k tomu, ze chemicky potencidl je Gibbsova volna energie na mol, muzeme
téz psat:
Jkap. = Jplyn 5 (3.152)
kde g = G/n.
Vsimnéme si, ze podminka rovnovahy urcuje pouze intenzivni veli¢iny p, T" a p. To
znamena, ze extenzivni veliciny mohou nabyvat libovolnych hodnot. Ve dvou fazich
v rovnovaze muzeme mit libovolné mnozstvi dvou fazi a pod.

3.6.3 Maxwelltiv postup

Chceme vyfesit podminku (3.151). Budeme predpoklddat, ze chemicky potencidl je
funkei p a T: p = u(p,T), nebot tyto dvé proménné jsou prirozené pro popis Gi-
bbsuvy volné energie. Nebudeme predpokladat, ze ¢ ma jedinou hodnotu, protoze to
je vysledek, ktery chceme ukézat.

Zacneme tedy ve stabilni fazi popisujici kapalinu s néjakou hodnotou p a T'. Infi-
nitesimalni zména chemického potencialu je

_ (9n
dp = (5_p>T dp. (3.153)

(%)T . (3.154)

Tedy zména chemického potencialu je:

7 Termodynamiky vime, ze

dpu=vdp. (3.155)

Hodnotu chemického potencialu v plynné fazi muzeme zjistit integrovanim podél
izotermy
Vplyn

:uplyn(p7 T) = HUkap. + / U(p7 T) dv . (3156)

Vkap4

Aby byla splnéna podminka (3.151) vidime, ze integral musi byt roven nule. Tedy
Sedé zvyraznéné plochy v Obr. 3.3 se musi rovnat.

Maxwelluv postup je ponékud nelogicky v tom smyslu, ze integrujeme podél izo-
termy v mistech o kterych jsme se jiz presvédcili, ze jsou nefyzikalni (nestabilni).
Misto to se nabizi néasledujici ivaha. Muzeme zkonstruovat kiivku pro kterou mé
kapalnd a plynné faze stejny tlak (¢erchovand ¢éra Obr. 3.3). V této oblasti muze
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existovat kapalina a plyn v obou fazich pii stejném tlaku a teploté. Avsak nic nam
nerika, kolik atomu je v jaké fazi. Tedy prumérna hustota systému jako celku neni v
tomto pripadé presné urcena! Samotna kapalina a samotny plyn maji hustotu uréenu
presné, podle stavové rovnice. AvSak pomérné mnozstvi kapaliny a plynu uz urcéené
nijak neni. Resenfm této situace, je izoterma jako vodorovnd piimka, kterd tak uka-
zuje, ze vSechny hustoty jsou povoleny.

Na situaci se muzeme divat i z jiného, ponékud fyzikalnéjsitho hlediska. Méjme
systém v plynné fazi s vysokou teplotou 7" > Ty a s hustotou p = 1/v. Pri chla-
zeni se systém dostane na rovnou izotermu do takového stavu s px a s ppyn aby
prumeérnd hustota systému zustala nezménéna. Systém projde fazovou proménnou a
pravdépodobné i fazovou separact, kuptikladu kvuli gravitaénimu poli, ¢i fluktuacim.

3.6.4 Princip minimalni energie

Na tomto misté je vhodné pripomenout princip minimélni energie, ktery je jen preformulovany
princip maximalni entropie, pfes Legenderyho transformaci. Podle tohoto principu

bude nejcastéjsi konfiguraci jedna faze kapalné a jedna plynné, nebot vzdjemné roz-

hrani téchto fazi prispiva energicky do bilance.

3.6.5 Meta-stabilni stavy

7~

Aby toho nebylo malo, van der Waalsova rovnice vyda jesté jeden poklad. V Ma-
xwellové konstrukei, ¢i v argumentu s neur¢enou hustotou systému, je vidét, ze jsme
museli obétovat jistou stabilni ¢ast feseni (viz Obr. 3.4), kde se stavova rovnice jesté
chovala rozumé. Odstranili jsme tak vice stavii nez jsme ocekévali. Céra, kdy je
systém jesté nestabilni se nazyva Spinodydlni krivka. Stavy mezi spinoidalni kiivkou
a koexistecni kiivkou jsou v principu povolené, ale jsou to stavy meta-stabilni. D4 se
ukazat, ze maji vyssi hodnotu G nez systémy s dvéma fazemi. Tudiz budou tyto meta-
stabilni stavy mit tendenci se rozpadnou na dvé faze. Avsak pokud bude dochézek
ke chlazeni systému pozvolna, a systém nebude mit prili§ necistot v podobé piimési
a pod., muze se systém v téchto meta-stabilnich stavech vyskytovat. Dostavame tak
opét z praxe znamy fenomén - a sice podchlazeny plyn a nebo prehfatou kapalinu.

3.6.6 Clasiuosova—Claipeyronova rovnice

Koexistenéni oblast kapalné a plynné faze vyznacena v p — T diagramu je reprezen-
tovéana jedinou kfivkou (viz Obr. 3.5).

Na kazdé strané této ¢ary jsou vSechny ¢astice pouze v jediné fazi. Pokud se primo
nachazime na ¢are vime ze Gibbsova volna energie je pro obé faze totozna:

Gkap = Gplyn . (3157)

Vidime, ze pii prechodu ptes koexistenéni kiivku nedochazi k nespojitostem v G. Jak
se ale bude GG ménit pokud se budeme pohybovat po koexisten¢ni kiivce? To muzeme
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Obrazek 3.4: Meta-stabilni stavy kapaliny a plynu popsané van der Waalsovou stavo-
vou rovnice. Stabilni ¢asti, které byli odiiznuty Maxwellovym postupem jsou meta-
stabilni, nebot jejich Gibbsova volna energie je vyssi, nez téch stavii v rovnovaze dvou
fazi.

snadno spocitat z definice dG
dG = —-SdT + Vdp. (3.158)
Na koexistencni kiivce musi tedy platit:
—Skap. AT + Viap.dp = —SpiyndT + Viiyndp (3.159)
Dostavame, tak vyjadieni pro sklon koexistenc¢ni kiivky v p — T diagramu:

I _ Spion = Srap. (3.160)
T V;;)lyn - Vi(ap.

Obvykle definujeme latentni teplo prechodu:
QL =T (Splyn - Skap.) . (3161)

Toto teplo predstavuje zménu energie pii fazovém pirechodu. Vysledek je znamé
Claisuosova—Clapeyronova rovnice

p_Q
dI' T (Voyn — Viap.)

(3.162)
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Temperature
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10MPa [l00bar
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Boiling point at 1 atm
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Obrazek 3.5: Koexistencni kiivky pro vodu. Zdroj Wikipedie, nutno predélat!

3.6.7 Klasifikace fazovych prechodi

Existuje starsi klasifikace fazovych prechodu, kterou vymyslel Erhenfest. Fazové prechody
se klasifikuji podle nespojitosti, ktera se objevi v n—té derivaci G. Takovy fazovy
prechod je pak n—tého tadu. V praxi se témér vzdy setkavame s prechody prvniho
a druhého radu, velice ziidka pak s prechody tadu tretiho. Prechod kapalina-plyn
uvoliiuje ¢i absorbuje latentni teplo a tedy entropie S = —9G /0T je nespojita. Nebo
muzeme téz fict, ze objem V = 0G/dp je nespojity. Kazdopadné se jedna o fazovy
prechod prvniho tddu. Classiusova-Clapeyronova rovnice plati pro vsechny fazové
prechody prvniho fadu.

Jak se blizime ke kritickému bodu, nespojity skok v entropii se zmensuje . V
samotném bodé T = T, dostavame fazovy prechod druhého radu.

3.6.8 Aproximativni feSeni Clausiovi—Clapeyronovi rovnice

Miuzeme najit jednoduché reseni C—C rovnice pokud udélame nékolik zjednodusujicich
predpokladu.

3.1 Latentni teplo prechodu @1, povazujeme za konstantu.
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3.2 Objem substance v plynné fazi je mnohem vétsi nez objem substance v kapalné
fé’Zi7 Vplyn < Vi(ap.

3.3 Ackoliv jsme k odvozeni fazovych prechodu pouzili van der Waalsovu stavovou
rovnici, nyni budeme predstirat, ze substance v plynné fazi se chova jako idealni
plyn, tedy ze plati Viiyn = nRT/p.

Za téchto predpokladu dostavame rovnici

dp QL dT
—_ == 3.163
)~ nRTE ( )
kterd m4é feseni
_ QL
D = poe "ET (3.164)

3.6.9 Piiklady

3.1 Spoctete, pti jaké teploté bude viit voda pfi vnéjsim tlaku 400 kPa. Za normalniho
atmosférického tlaku 101 325 Pa je teplota varu 373,15 K (tj. 100 °C).

Uvazujme dva rezimy:

e hustota vodnich par je konstanta rovna 0.8 kg/m?.

e vodni para je idealni plyn a zanedbavame ¢len s hustotou vody.
[T, =440 K, 417 K]

3.2 Odhadnéte teplotu T a tlak p trojného bodu vody na zakladé mérného sku-
penckého tepla varu AQ, = 2256 kjkg™! a mérného skupenského tepla tani
AQ; = 333.7 kj.kg™!. Vodni pary aproximujeme stavovou rovnici iddlniho plynu
a kapalné skupenstvi vody aproximujeme stavovou rovnici idedlni kapaliny (p
je konstantni). Hustota ledu je 0.917 g.cm™3.

[T =273.1511 K, p = 835.74 Pa (512.51 Pa Van der Waals)]

3.6.10 Kriticky bod

Nyni se vratime zpét k vlastnostem a chovani substance v blizkosti kritického bodu.

V predchozi casti jsme nalezli kritickou teplotu Ty tak, ze jsme hledali inflexni bod
vznikly spojenim maxima a minima. Existuje vSak elegantnéjsi zpusob jak hledat kri-
ticky bod, ktery nam i okamzité vyda kritické veliciny tlak py a objem Vi. Pfeusporadame
van der Waalse tak, abychom dostali kubikou rovnici

pv® — (pb+ RT)v* + av —ab=0. (3.165)

7 obecného chovani vime, ze pro T' > T} mé tato rovnice pouze jedno realné feseni
(tedy nutné musi mit dalsi dvé komplexni feseni) a ze pro T < T ma tato rovnice tii
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realna teseni. Presné v kritickém bodé se tato tii feSeni musi rovnat. V tom ptipadé
se polynom da vyjadrit ve tvaru

pe(v—w)* = 0. (3.166)

Porovndnim koeficientu dostavame:
8a a

_ Sa — 3 -2 3.167
27Rb’ KT DT o (3.167)

k

3.6.11 Princip korespondujicich stavi

Vztahy (3.167) muzeme obrétit a vyjadrit parametry a a b pomoci kritickych velicin.
Ty muzeme zpétné dosadit do van der Waalsovi rovnice. Pro tyto ucely se zavadi,

redukované veli¢iny -
_ B p B v
T_ﬁ’ p=o, U= (3.168)
Vyhodou pii uzivani redukovanych veli¢in je, ze muzeme vyjadrit van der Waal-
sovu rovnici ve tvaru, ktery je platny pro vSechny plyny. Tomuto tvaru se obvykle
iika zdkon korespondujicich stavi
8T 3
-1 02
Navic, protoze jsou kritické veli¢iny Tj , vk a px vyjadieny pomoci dvou konstant a
a b, da se z nich vytvorit vzajemna kombinace, ktera na téchto konstantach nezavisi a
je tedy stejnd pro vsechny plyny. Jednda se o univerzdlni pomeér stlacitelnosti (universal
compressibility ratio):

p= (3.169)

Pxvx 3
7 = RT, 8 0.375. (3.170)
Porovname-li toto ¢islo s realnymi plyny, zjistime, ze je ponékud vysoké. To ovsem
neni tak §patné, nebot jsme byli védomi toho, Ze van der Waals nebude piilis piesny
pro popis tekutin v kapalné fazi. Navic, jelikoz popisujeme kriticky stav pomoci pouze
dvou parametri a a b, je mozné predpokladat, ze chovani bude shodné s libovolnou
stavovou rovnici obsahujici pouze dva volné parametry, avSak se stavovou rovnici

obsahujici tfi a vice volnych parametru bude porovnani i v kritickém bodé nepresné.

Substance | Z;

H,0 0.23
1He 0.31
He,H | 0.30

Ne,Ny,Ar | 0.29

Zakon korespondencich stavu je prvni naznakem, ze se kolem kritického bodu déje
néco zazracného. Navic je zde zarazejici experimentalni dukaz! Na obrazku 3.6 vidime
tzv. Guggenheimuv graf, vytvoreny v roce 1945. Jedna se o koexisten¢ni kiivku plynné
a kapalné faze vyjadiené v kritickych velicindch Ty a py. Jak vidime, koexistenéni
krivka je v podstaté pro vSechny tyto plyny stejna. Jak tomu muzeme rozumét?
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Obrazek 3.6: Guggenheimuv graf (1945): koexistenéni kiivka plynné a kapalné faze
vyjadiend v kritickych velicindch Ty a py. I pres rozmanitost druht plynu dostavame
velmi podobnou kfivku.

3.6.12 Kritické exponenty

Nyni se budeme soustiedit na fyziku, ktera se odehrava v blizkosti kritického bodu. V
tomto bodé plné neduvérujeme nasemu fesSeni a je tedy obtizné pokladat ty spravné
otazky. Ukazuje-se, ze ty nejzajimaveéjsi otazky, které muzeme klast jsou jak se méni
jednotlivé fyzikalni veliciny, kdyz se priblizujeme ke kritickému bodu. Existuje spoustu
zpusobul jak se d4 tato otdzka polozit, nebot mame k dispozici mnoho fyzikalnich
veli¢in a muzeme se ke kritickému bodu priblizovat z mnoha sméru.

Napftiklad: Co se stane s vpiyn — Ukap. pokud se blizime ke kritickému bodu podél
kiivky koexistence? Pro T < Ti nebo ekvivalentné T' < 1, redukovand van der Waal-
sova rovnice ma dveé stabilni feseni

G S (3.171)

= —_ 1 Y _ 2
?)Ukap. 1 Ukap. 3Up1yn 1 Uplyn

Resenfm pro T je
7 (3@kap- — 1) (3@plyn - 1) (@kap- + @plyn)

r= 82 0>
kap. “plyn

(3.172)
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Vsimnéme si, Ze jak se blizime ke kritickému bodu, T — 1, pfesné tak jak bychom
cekali. Pokud vSak udélame Tayloruv rozvoj v malém € = ¥pyn — Ukap. dostaneme
chovani v blizkosti kritického bodu. Nejlépe se rozvoj udéla tak, ze si uvédomime, ze
vyraz pro T je je symetricky vzhledem k zAméné: vy, — Upiyn , & Ze obé tyto veliciny
se blizi k hodnoté 1. Neboli, veli¢iny se v blizkosti kritického bodu chovaji jako

€

€
Uplyn = 1+ 5 y Ukap, = 1-— 5 . (3173)

Dosazenim téchto rozvoju do vztahu pro T dostdavame presné chovani v blizkosti

kritického bodu

_ 1
T=1- Ee2 + O(€%). (3.174)

Neboli, jak se blizime podél koexistecni kiivky

_ _ N
Uplyn — Vkap. ™~ (Tk - T) / . (3175)
Mdame odpovéd na nasi prvni otazku.
Podobné muzeme odvodit jak se méni tlak kdyz se priblizujeme ke kritickému
bodu podél izotermy:
p—pc~ (v—u)’. (3.176)

K tomuto vysledku nepotiebujeme asi znat van der Waalsovu rovnici, nebot kriticky
bod podél izotermy jsme jiz jednou hledali. Je definovan jako inflexni bod ve kterém
je nulova jak prvni tak druha derivace tlaku vzhledem k objemu. Ptiblizovani podél
izotermy muze mit tedy prvni nenulovy c¢len az kubicky.

Dalsi otézka, ktera se nabizi, je jestli takto ziskané odpovédi jsou spravné v po-
rovnani s experimentem. Vime totiz, ze van der Waalsové rovnici, kolem kritického
bodu prtilis neduveérujeme. Je zde vsak nadéje k optimizmu. Kuptikladu posledni od-
povéd jsme ziskali aniz bychom museli van der Waalsovu rovnici explicitné uvazovat.
Stacilo jen predpokladat existenci kritického bodu.

Experimentalni méteni plynu v blizkosti kritického bodu maji tu obecnou vlast-
nost, ze nezavijejici na slozeni plynu. Avsak exponenty nameérené se ne iplné shoduji
s témi odvozenymi z van der Waalsovi rovnice. Namérené veliciny jsou nasledujici: jak
se blizime kritickému bodu podél koexistencni kiivky dostavame, ze rozdil molarnich
objemu

6plyn - @kap. ~ (Tk - T>ﬂ (3177)
kde B ~ 0.32. A tlak podél izotermy se méni jako

p—p~ (v—w), (3.178)

kde v ~ 4.8.
Podobné konstanty jako jsou 8 a v se nazyvaji kritické exponenty. Vidime, ze van
der Waalsova stavova rovnice urcila tyto exponenty pouze velmi hrubeé.
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Obrazek 3.7: Srovnani van der Waalsovy a Redlichovy—Kwongovy stavové rovnice pro
vodu. R-K konstanty jsou v Si jednotkach a = 29.4547 ;b = 0.000021127 a o = 0.612.

3.6.13 Fluktuace

Doposud jsme zjistili, ze van der Waalsova rovnice popisuje pomérné dobfe intera-
gujici plyn, avsak v nékterych kvantitativnich detailech se lisi od nameérenych veli¢in.
P1i odvozovani této rovnice jsme predpokladali, ze hustota plynu je relativné mala.
Neni proto divu, ze selhava kolem kritického bodu v, = 3b. Avsak pravych duvodem,
pro¢ tato rovnice selhava kolem kritického bodu jsou fluktuace.

Muzeme se snadno presvédcit ze relativni kvadraticka fluktuace poctu ¢éstic v kri-
tickém bodé diverguje. Jinymi slovy, vSechny fluktuace by v kritickém bodé méli byt
zastoupeny se stejnou pravdépodobnosti. A tedy jakakoliv jednoducha stavova rov-

nice, kterd pracuje pouze se stfednimi hodnotami termodynamickych veli¢in nebude
v kritickém bodé schopna obstat.

Spravny postup jak na kriticky bod je predmétem kritickiyjch fenoméni (critical
phenomena). Tato disciplina je tizce spojena s renormalizaci grup a teorii pole.



90 KAPITOLA 3. STATISTICKA FYZIKA

3.6.14 Zobecnéna Redlichova—Kwongova stavova rovnice

Piimym zobecnénim van der Waalsovy rovnice je Zobecnénd Redlichova-Kwongova
stavova rovnice. Obsahuje jiz tfi volné parametry.

a
—_— —b) =RT. 1
(p+ Too(o & b)) (v=0b)=R (3.179)
Poté, zcela analogicky nalezneme vztah téchto konstant ke kritickému bodu.
1 R2T2+a
a = - k| (3.180)
9(V2-1) px
V2 — 1 RT,
p = V2o1RG (3.181)
3 Px

a konstanta o musi byt naméfena experimentalné. Pro vodu dosahuje hodnoty o =
0.61 v Si jednotkach.

V piipadé, ze nezndme hodnotu konstanty «, poklddame ji rovnu hodnoté 1/2.
Pak se tato rovnice nenazyva zobecnénd, nybrz pouze Redlichiva-Kwongova a je
povazovana za nejpresnéjsi stavovou rovnici popisujici chovani plynu se dvéma volnymi
parametry.

3.7 Isingtv model

Isingiv model je jednim ze zlatych gralu fyziky, jednoduchy model, ktery ma ne-
trivialni a zajimavé vlastnosti.

Isingiv model se sklddd ze N —stanovist v d—dimensiondlni miizce. V kazdém
stanovisti je umistén atom se spinem nahoru a nebo dolu. Vlastni hodnotu spinu
na i—tém stanovisti oznacujeme s;. Spin nahoru zna¢ime hodnotou +1, spin dolu
hodnotou -1.

Atomy jsou ponoteny do vnéjsitho magnetického pole, které energicky zvyhodnuje
ty atomy se spinem nahoru. Energie mfizky v dusledku magnetického pole B rovna

N
Ep=-BY si. (3.182)
=1

Dale obsahuje Isingiv model interakci, mezi nejblizsimi sousedy. Celkova energie
je tedy dana vztahem:

N
E=-J) sisj—B> s;. (3.183)
<ij> i=1

Znaceni < 1j > znamena, ze na miizce sCitdme pouze pres nejblizsi sousedy.
Mnozstvi takovychto dvojic (oznacme q) zdvisi jak na typu miizky tak na dimenzi d .
Kuptikladu, v d =1 je ¢ = 2 a na ¢tvercové miizce v libovolné dimenzi d je ¢ = 2d.

4
'

d=2 Isingiv
model

'
'

'
4

i
'
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Pokud je J > 0 blizké spiny preferuji byt srovnané ve jednom sméru (11 nebo ).
V kontextu magnetismu je takovy material oznacovan jako feromagnetikum. Pokud je
J < 0 blizké spiny upfednostiuji byt v opozici (1]). Materidl tohoto typu se naziva
anti-feromagnetikum. V dalsim se budeme zabyvat vyhradné feromagnety, ackoliv mé
tato preference jen minimalni dopad na dosazené vysledky.

Tento systém je dobfe popsan kanonickym souborem s particni funkci

Z =Y e PP (3.184)
{si}

Zatimco J > 0 a B # 0 zpusobuji, ze je energicky vyhodné pro jednotlivé atomy
zaujmout srovnanou pozici, teplota T" vnasi do systému nahodu - entropie nakonec
premuze energickou bilanci. Nasi méritkem tohoto efektu je prumérnd magnetizace

N
1 1 9lnZ
==Y <= — _ 3.185
MENL TN TT NG 0B (3185)

3.7.1 Isingiav model jako mrizkova aproximace pro plyny

Diive nez vyvineme zpusoby jak se vyporadat s parti¢ni funkei je vhodné podotknout,
ze Isinguv model ma 8irsi vyuziti nez pouze k popisu feromagnetismu. Model nemusi
byt chapan jako sit spint, ale d4 se pouzit k miizkovému modelovani plyni.
Abychom se o tom presvédcili, uvazujme d—dimenzionalni miizku jako v predchozim

pripadé. Nyni vsak ¢asticim na miizce dovolime preskakovat. Budeme uvazovat, ze
castice jsou natolik tuhé, ze na jednom stanovisti muze existovat maximéalné jedna. K
tomuto ucelu zavedeme proménou n; € {0, 1}, kterd ukazuje zdali je i—té stanovisteé
zaplnéno (n; = 1) a nebo je prazdné (n; = 0). Muzeme také zavést pritazlivé sily, tak
ze budou nabizet energické vyhody atomum sedicich v blizkosti druhych. Hamiltonian
pro takovou konfiguraci muze byt vyjadien

E=—4]) nmn;—p» m, (3.186)

<ij> k

kde p predstavuje chemicky potencidl, ktery urcuje celkovy pocet castic. Ale tento
hamiltonidn je stejny jako ten v Isingové modelu, pokud provedeme identifikaci

3.7.2 Teorie stredniho pole

Pro obecné miizky v libovolné dimenzi nema suma (3.184) feseni. Pro d = 1 existuje
exaktni feseni v piipadé, ze B = 0. Pro d = 2 a B = 0 také existuje exaktni feseni.
Bylo objeveno Onsagerem (1944) a je velmi slavné komplikované.
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Zde vyvineme aproximativni metodu jak se vyporadat s pocitanim Z, ktera se
nazyva teorie stredniho pole. Myslenka této teorie je prosta: interakci mezi blizkymi
atomy zapiSseme pomoci jejich odchylky od stfedni hodnoty magnetizace m:

sis; = (si —m+m)(s; —m+m). (3.188)

V této aproximaci budeme uvazovat, ze tyto odchylky od stfedni hodnoty jsou malé,
pokud se scitaji pres nejblizsi dvojice. Tedy, v

si8; = (s; —m)(s; —m) +m(s; — m) +m(s; —m) +m? (3.189)

muzeme zanedbat prvni ¢len, nebot je velmi nepravdépodobné, Ze by se oba spiny v
fadé odlisovali od stfedni hodnoty. Nezapomenme, ze tento vyrok, neznamena, ze by
variance spinu byla mald. Jelikoz spin nabyva hodnot £+1 nemuze byt variance nikdy
mala. Energii muzeme tedy psat jako

Ey, = —JZ [m(si—i—sj) —mﬂ —BZsk,
<ij> 3

1 2
= §Jqu —(qu—i—B)Zsi. (3.190)

kde ¢clen Nq/2 predstavuje pocet blizkych dvojic spinu. V tomto bodeé tise uvazujeme,
ze Ctvercova miiz je topologicky napojend sama na sebe, aby se nemuseli uvazovat
okrajové podminky.

Vidime, ze tato aproximace efektivné vypnula interakce mezi spiny a jejich vliv
presunula pod magnetické pole:

Beg = B+ Jgm. (3.191)

Jakmile zapocitame vliv dalsiho ¢lenu v efektivnim magnetickém poli, jednotlivé
spiny pak reaguji nezavisle a je tedy snadné spocitat particni funkci:

N
Z — ZG_BE(Si) — e—%BJNmQ ZeﬁBeﬂ;Si _ e_B%JquQ (eﬁBeff 4 e_BBeH)N
{si} {s:}
= o B3NN (o shN BB . (3.192)

Avsak jesté jsme neskoncili. Vysledny vztah zavisi na Beg které zavisi na m , které
doposud nezndame. Avsak vyuzitim vztahu (3.185) dostavame podminku

m = tanh(5B + SJgm) . (3.193)

Nyni muzeme najit feSeni této implicitni rovnice a nalézt tak stiedni magnetizaci
m.
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m " Tanh(BJgm)

Tanh(fJgm)

Obrazek 3.8: Levy obrézek: Tanh(5Jgm) pro 8Jq < 1. Pravy obrazek: Tanh(SJgm)
pro 8Jq > 1.

3.7.3 Pripad B=0

Nejprve se zamérme na zjednoduSeny pripad, kdy je vnéjsi magnetické pole vypnuté,
B = 0. Obrazky 3.8 ukazuji graficky zptusob feseni tohoto problému. Linearni funkce
m se musi rovnat hyperbolickému tangens. Jelikoz tanhx ~ x — %x?’ jak se x blizi
nule, je chovani v blizkosti nuly ddno smérnici 5.Jq . Dostavame tak dva typy feSent:

3.1 typ Teseni, znazornény obrazkem vlevo, je definovan podminkou SJq < 1. Je-
diné feseni je m = 0. To znamena, ze chaoticky vliv teploty, premohl interakéni
energii a jeji tendenci k poradku. Spiny nemaji preferovany smér a ndhodné se
prehazuji.

3.2 typ teSeni, znazornény obrazkem vpravo. Nyni méme celkové tii feSeni m =
+mg a m = 0. Z povahy véci je asi patrné, ze teseni m = 0 je nestabilni.
Pro dalsi dvé feseni, dostavame nenulovou magnetizaci. Pov§imnéme si, ze pro
nizké teploty (5 — o0) jde mg — 1. To znamen4, ze vsechny spiny miii stejnym
smérem (nahoru, nebo dolu).

3.3 Kriticka teplota, ktera oddéluje predchozi dva pripady je

kT = Jq. (3.194)

Vysledky popsany vyse jsou ponékud piekvapujici. Na zakladé intuice, ze vSechno
ve fyzice probiha spojité, bychom se mohli domnivat, Ze magnetizace pozvolna klesne
na nulu pro teplotu jdouci do nekonecna. Ale to jsme neobjevili. Misto toho jsme
zjistili, ze magnetizace klesne na nulu prudkym zpusobem, jakmile teplota piekroci
teplotu kritickou. Toto chovani je vlastni pro fazové prechody.
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m ¥ —"Tanh(BB+BJqm)

Tanh(BB+BJgm)

Obrazek 3.9: Levy obrazek: Tanh(8B + SJgm) pro SJq < 1. Pravy obrazek:
Tanh(8B + 5Jgm) pro BJq > 1.

3.7.4 Pripad B#0

Pro nenulové vnéjsi magnetické pole muzeme vytesit podminku konzistence (3.193)
podobnym zpusobem. Avsak na Obr. 3.9, ktery metodu demonstruje nalezneme
nékolik klicovych rozdilu. V prvé tadé, zde nenachézime fazovy ptechod pro fixni
hodnotu B a ménici se hodnotu 7T'. Misto toho vidime, Ze magnetizace se spojité
blizi k nule jako
B
M= o5, PIO T — 0. (3.195)

Pro nizké teploty se magnetizace blizi hodnoté +1 nebo hodnoté —1. Avsak ten-
tokrate neni nejistota, kterou hodnotu magnetizace si systém vybere. Ve zalezi na
znaménku magnetického pole B.

Pro malé hodnoty B a T vidime, ze systém mé na vybér ze tii feSeni. To plyne
¢isté ze spojitosti v okoli bodu B = 0. Prostieni feSeni je nestabilni ze stejnych
divodi, jaké jsme uvedli uz v predeslém pifpadé. Reseni, kde magnetizace mifi
stejnym smérem (uvazujeme feromagnetikum) je stabilni a FeSeni opacné je kvazi-
stabilni a svym chovani pripomina kvazi-stabilni stavy van der Waalsova podchla-
zeného plynu.

Vse je shrnuto v obrazku 3.10. Pro B = 0 mame fazovy piechod pfii teploté
T = Tj,, nebot v tomto bodé mé magnetizace nespojitost v prvni derivaci.

Podle obréazku je patrné, ze v pripadé, kdy vytvaiime fazovy piechod tak, ze
drzime fixni teplotou 7" a ménime magnetické pole B pres nulu, pak se jedna o fazovy
ptechod prvnfho druhu, nebotf v magnetizaci zaznamendme skok. Naproti tomu v
piipadé, kdy ménime teplotu 7" a magnetické pole je nulové, jedna se o fazovy prechod
druhého druhu, nebot nespojitost nastava az v prvni derivaci magnetizace m. O tom
se muzeme snadno presvédéit provedeme-li derivaci magnetizace m podle teploty T
za pomoci jeji implicitni definice (3.193).

Ptripomenme, ze se dé snadno ukézat, ze pokud mdme funkci y(z) implicitné
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Obrazek 3.10: Magnetizace pro B = 0 (plnd ¢éra) a B # 0 (pferusovana Cara).

danou vztahem F'(y,z) = 0, je jeji derivace definovana vztahem:

dy aFa(g;J)
TR (3.196)
9y
V nasem piipadé dostavame:
d kB2J
m b Jqm (3.197)

ar BJq — cosh*(BJgm)

V kritickém bodé je fJq =1 am = 0. Odtud vidime, ze v tomto bodé je derivace ve
tvaru podilu dvou nul. Uzitim I"'Hopitalova pravidla vSak zjistime, ze limita m — 0
neni definovana a tedy derivace je v tomto bodé nespojita! Tedy dostavame fazovy
prechod.

3.7.5 Kritické exponenty

Je zajimavé porovnat fazovy prechod v pripadé kdy ménime hodnotu B s fazovym
prechodem kapalina-plyn ve van der Waalsové modelu. V obou ptipadech mame
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fazovy ptrechod prvniho druhu a uvazovana veli¢ina ma nespojitost v pro T" < T
V piipadé plynu se jednd o skokovou nespojitost v hustoté p = 1/v a v piipadé
feromagnetika, nespojitost v magnetizaci.

Muzeme spocitat kriticky exponent pro magnetizaci v blizkosti kritického bodu.
Tayloruv rozvoj podminky (3.193) je pro malé hodnoty roven:

1
m = BJgm — 3 (BJqm)?® . (3.198)
V blizkosti kritického bodu zleva je T' = Ty, — AT, kde AT je mala odchylka. Pomoci
rozvoje
Jgm AT
= 1 1
BJgm W ( + T ) (3.199)

dostavame po upravach a zanedbani vyssich ¢élenu v AT = Ty — T vysledek ve tvaru:
m~ (T, —T)"* | (3.200)

Dostavame tak stejny kriticky exponent jako v pripadé van der Waalsova plynu.
Obdobné muzeme ziskat i ostatni kritické exponenty, které se také budou shodovat se
svymi ekvivalenty v pripadé van der Waalsova plynu. Co to vsak znamend se dozvime
pozdéji.

3.7.6 Pouzitelnost teorie stirednich poli

Fazové diagramy a kritické exponenty se daji spocitat na zékladé teorie strednich
poli. Je vsak tato aproximace opravnéna?

Existuje verze teorie strednich poli, ktera je presna. Jedna se o situaci v niz je
d = oo. Avsak tolik dimenzi je prilis i pro strunové teoretiky. Struéné receno, teo-
rie stfednich poli funguje pro vyssi dimenze, nebot kazdy atom md velké mnozstvi
sousedu a tedy zkutecné vidi néco co pripomind stredni hodnotu magnetizace.

Jak jsou na tom dimenze, které nas zajimaji? V d = 1 je teorie sttednich poli
$patné, nebot v této dimenzi se Isingtiv model d4 fesit piesné a ukazuje se, Ze v
presném feSeni nenastava zadny fazovy prechod. Dostava se nam obecné pravdy: v
nizkych dmenzich jsou tepelné a kvantové fluktuace ptiliz silné a zamezuji systémum
tvorit usporadané struktury.

Ve vyssich dimenzich d > 2 dostdvame hrubé naznaky fézovych ptrechodu a
muzeme spocitat kritické exponenty, které jsou srovnatelné se spravnymi hodnotami.
Uz jen to, ze teorie stfednich poli ma fazovy prechod je uziteény vysledek.

Muze byt zarazejici, a po jistou dobu v historii fyziky i bylo, ze dostavame fenomén
fazového prechodu, tedy nespojitost v néjaké derivaci termodynamickych potencialu,
ackoliv jsme veskeré vypocty provadéli na zékladé particni funkce. Ta je sumou Bol-
tzmanovych faktoru, coz jsou exponencieli a tudis analytické funkce! Avsak jelikoz
je partiéni funkce v principu sumou nekoneéné moha analytickych funkci, je mozné
dostat i vysledkem i funkci neanalytickou.
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Krytické exponenty pro tento model se fakticky shoduji s presnymi fesenimi pro
d > 4. Prod =2 ad = 3 jsou kritické exponenty vychazejici z teorie stfednich poli
jen prvni hrubé aproximace piesnych hodnot. Nejvétsim prekvapenim je pak dimenze
d = 3, kde se kritické exponenty pocitaji numericky a vychazi stejné jako ekvivalentni
kritické exponenty pro prechod plyn-kapalina ve van der Waalsuvé plynu. Zajimavé
na tom je to, ze ackoliv jsou kritické exponenty v obou piipadech Spatné, jsou Spatné
naprosto stejnym zpusobem. Je to jakoby systém kolem kritického bodu zapomél,
jestli se sklada z atomu plynu a nebo z atomu se spinem na mfizce.

Dostavame se k prvnim dukazum univerzality. Systém v kritickém bodé sam za-
hazuje nepotiebné informace a vykazuje stejné chovani napii¢ riznimi teoriemi. Toto
je v podstaté sen kazdého fyzika, nebot jeho prace spociva pravé v odhadovani toho
co je mozné na systému zanedbat a co je naopak na chovani systému to podstatné.
V piipadé kritického bodu tuto praci za nas udéla bod sam.

Kritické body jsou dobie chapany ve dvou dimenzich, avsak te tfech diemnzich je
stale mnohé k pochopeni.

3.8 Presna reSeni Isingova modelu

Zastavme se na chvili v nasi snaze vyvinout teorii stfednich poli a podivejme se na
néktera znama a jednoduchd presnd feseni Isingova modelu. Nékteré vysledky, které
zde odvodime budou mit sirsi aplikace ve fyzice i mimo Isinguv model.

3.8.1 Isingiv modev v d =1 dimenzich

Pro jednoduchost a ndzornost za¢neme s Isingovym retézem, tj. jednodimenzionalnim,
nekonecné dlouhym modelem. V tomto ptipadé se ukaze, ze presné feseni nedovoluje
fazovy ptrechod a proto je teorie stiednich poli nepouzitelna.

Energie systému muzeme prepsat

N gl
E = —J; SiSit1 — 5 ; (5i+ si41) - (3.201)

Dalsi zjednoduseni problému spociva v predpokladu periodické napojovaci podminky
SN11 = S1. Systém nyni pripomind kruhovy fetizek, avsak v limité N — oo prechazi
k puvodnimu modelu.

Parti¢ni funkci muzeme napsat ve tvaru:

N BB
7 = Z cee Z HeXp (ﬁjsisi-l—l + 7 (Si + si—i—l)) . (3202)

si=+1  sy==i=1
V tomto misté se nabizi pouzit velmi uc¢inny trik a zapsat parti¢ni funkci pomoci
matic 2 X 2. Z vyuzitim bra-ket zapisu z kvantové teorie definujme

B
<SZ‘|T|SZ‘+1> = exp (5:]81‘81‘_,_1 + % (Si + 37j+1)) . (3203)
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Matice T' je zndma jako matice prechodu (transfer matriz) a je déna
oBIHBB =B
T - eiﬁ] eBJ*BB . (3204)
D4 se kazat, ze particni suma (3.202) nabyva pomoci maticovém zépisu tvaru
Z = Tr ((s1|T|s2) (s2|Ts3) ... {sn|T|s1)) = Tr (TN) , (3.205)
kde soucet pres vSechny spiny bylo mozné vyjddiit pomoci operdtoru stopy (Tr)

pravé diky periodické napojovaci podmince. Diky Jordanovu rozkladu matic vime, ze
vypocteni particni sumy se nyni redukuje na zjisténi vlastnich ¢isel matice T’

A = e’ cosh BB + \/ezﬁj cosh? BB — 2sinh 23] . (3.206)
Partiéni funkce je nyni rovna
Z=MN+ AV~ N\, pro N — o0, (3.207)

kde jsme v poslednim kroku vyuzili toho, ze A, je vzdy vétsi vlastni hodnota.

7 particni Z funkce muzeme vypocitat libovolnou termodynamickou veli¢inu. V
nasem pripadé se zajimame o magnetizaci m s B = 0. Tato velicina, v teorii stfednich
poli, vykazovala fazovy prechod pro nizsi teploty nez je kritickd. V nasem d = 1
modelu vychazi magnetizace

1 0lnZz 1 oAy e?#/ cosh B sinh 3B
m = ~ = . (3.208)
NGB OB A8 OB A B (A —eBlcosh BB)

Avsak tento vyraz je pro B = 0 nulovy! V ptipadé neexistence vnéjstho magnetického
pole je v jedno-dimenzionalnim piipadé magnetizace nulova. Teorie stfednich poli je
v tomto pripadé Spatné i kvalitativne.

Ptesny vysledek pro Isigiiv model v d = 1 je fyzikdlné pochopitelny, nebot kazdy
spin ma pouze dva sousedy, ktefi jej ovliviiuji nejvyraznéji. Proto jakakoliv tepelna
fluktuace narusi tvorbu usporadanych struktur.

3.9 Priklady

3.1 Odvod'te Stirlingiiv vzorec. Vyjdéte z

Nl = /exa:Ndx = /eF(I) dx
0 0

a aplikujte ruzné aproximace.
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3.2 Odvod'te objem n—rozmérné koule.

3.3 Na zdkladé Maxwellova zakona pro rozdéleni molekul podle rychlosti najdéte
vztah pro nejpravdépodobnéjsi a prumérnou rychlost molekul plynu.

3.4 Spoctéte stredni hodnotu v™.

3.5 Odhadnéte na zékladé zjednodusujicich predpokladu zavislost atmosferického
tlaku Zemé na vysce.

3.6 Stfedni volnd drdha molekul vodiku za normélnich podminek je 1.28x10~* mm.
Jaky je prumér vodikové molekuly a jaka je jeji stfedni volna draha pii tlaku
133.3x10* Pa a teploté 0 °C?

3.7 Pii jaké teploté se stfedni kvadraticka rychlost molekul oxidu uhli¢itého rovna
sttedni kvadratické rychlosti molekul dusiku pfi teploté 0 °C?

3.8 Kolik molekul je ve sférické nadobé poloméru 3 cm naplnéné kyslikem, jehoz
teplota je 27 °C a tlak 1.33 x10~2 Pa?.

3.9 V nadobé je uzavien dusik o latkovém mnozstvi n = 1 mol; pricemz stiedni
kinetickd energie translaéniho pohybu jeho molekul je Fy = 3.5 KJ. Urcete jaka
je nejpravdépodobnéjsi rychlost v, molekul dusiku po zvyseni teploty v nadobé
o AT =200 K. Moldrni hmotnost dusiku je zhruba M,, = 28 g/mol.

[vp, = 436 m.s™!]
3.10 Urcete stiedni volnou drahu A molekul argonu za norméalnich podminek (7' =
203.16 K, P = 101325 Pa), vite-li, ze jejich prumér je d = 0.04 nm.
[5\ = 56 nm}
3.11 Urcete efektivni prumér dos molekul kysliku, vite-li, ze jeho koeficient dynamické
viskozity je za norméalniho podminek n = 19.2 x 10° Pa.s.
[A = 0.36nm)]

3.12 Prumér atomu Helia je d = 0.2 nm. Stanovte soucinitel diftize D [m?.s7!] helia
za normalnich podminek.

3.13 Stredni kineticka energie jednoatomového plynu o latkovém mnozstvi n = 1 je

E =2, 5KJ. Zvysi-li se teplota o hodnotu AT = 300 K, bude nejpravdépodobnéjsi
rychlost molekul plynu v, = 642m/s. Stanovte o jaky plny se jedna.

[neon]

3.14 Urcete, kolik procent molekul idedIniho plynu ma kinetickou energii translacniho
pohybu vétsi nez je prumeérna kineticka energie molekul Fj .
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3.15 Z Gibbsova kanonického rozdéleni odvodte rovnici idealntho plynu. Poté urcete
jak se rovnice zmén{ uvazujeme-li ultra-relativistickou limitu. Cili uvazujte piipad,
kdy kinetickd energie ¢astic je mnohem vétsi nez jejich klidova energie. Jak se
v takovém piipadé zmeéni adiabaticky index k7

3.16 Odvod'te Bose-Einsteinovo a Fermi-Diracovo rozdéleni. (Ndpovéda: Bud vyjdu
ze statistickych predstav o Grand-kanonickém souboru, nebo pouziji kombina-
toriku, tzv. variace s opakovanim.)

3.17 Odvodte Baker-Cambell-Hausdorfiv vztah:

oKXV — XYV +3[XY]

Y

kde predpokladame, ze plati: [X, [X’,Y” = [}7, [X }7” =0.



